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Aufgabe 12.1: (Fouriertransformation auf S ′(Rn, C))
Sei n ∈ N. Zeigen Sie die folgenden Regeln für die Fouriertransformation auf S ′(Rn, C):

(a) F , F̄ : S ′(Rn, C) −→ S ′(Rn, C) sind stetige, lineare Operatoren, die invers zueinander sind.

(b) Sei T ∈ S ′(Rn, C) und sei α ∈ Nn0 . Definiere S := (x 7→ xα)T : S(Rn, C) −→ C als

Sφ := T (x 7→ xαφ), φ ∈ S(Rn, C).

Dann ist S ∈ S ′(Rn, C) mit FS = i|α|∂αFT .

(c) Sei T ∈ S ′(Rn, C) und sei α ∈ Nn0 . Definiere S := ∂αT : S(Rn, C) −→ C als

Sφ := (−1)|α|T (∂αφ), φ ∈ S(Rn, C).

Dann ist S ∈ S ′(Rn, C) mit FS = (ξ 7→ (iξ)α)FT .

Aufgabe 12.2: (Fouriertransformation auf Lp(Rn, F))
Sei n ∈ N. Zeigen Sie:

(a) Ist f ∈ L1(Rn, C) ∩ L2(Rn, C), dann ist

F2f(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·ξf(x) dx, ξ ∈ Rn.

(b) Ist f ∈ L1(Rn, C), dann ist FTf = TFf , wobei die linke Seite i. S. v. Def. 2.6.24 zu verstehen ist und auf
der rechten Seite die Fouriertransformation auf L1(Rn, C) angewendet wird.

(c) Ist f ∈ L2(Rn, C), dann ist FTf = TF2f , wobei die linke Seite i. S. v. Def. 2.6.24 zu verstehen ist und auf
der rechten Seite die Fouriertransformation auf L2(Rn, C) angewendet wird.

Hinweis: Sie können (ohne Beweis) verwenden, dass für jedes f ∈ L1(Rn, C) ∩ L2(Rn, C) eine Folge
(fk)k∈N ⊆ D(Rn, C) existiert, so dass fk → f in L1(Rn, C) und fk → f in L2(Rn, C) für k →∞.

Aufgabe 12.3: (Partielle Integration in Sobolevräumen)
Sei n ∈ N, sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet, sei m ∈ N0 und seien 1 ≤ p, q ≤ ∞, so dass 1

p + 1
q = 1 und q < ∞. Sei

weiterhin 0W
m
q (Ω, F) := cls(D(Ω, F), Wm

q (Ω, F), ‖ · ‖Wm
q (Ω,F)). Zeigen Sie, dass∫

Ω

(∂αu)v dx = (−1)|α|
∫
Ω

u(∂αv) dx, α ∈ Nn0 , |α| ≤ m,

für alle u ∈Wm
p (Ω, F) und alle v ∈ 0W

m
q (Ω, F).

Bemerkung: cls(U, Wm
q (Ω, F), ‖ · ‖Wm

q (Ω,F)) bezeichnet für eine Menge U ⊆Wm
q (Ω, F) den Abschluss von U in

Wm
q (Ω, F) bzgl. der Norm ‖ · ‖Wm

q (Ω,F). Ist dabei U ein F-linearer Unterraum von Wm
q (Ω, F), dann ist auch

cls(U, Wm
q (Ω, F), ‖ · ‖Wm

q (Ω,F)) ein F-linearer Unterraum von Wm
q (Ω, F). Man kann (z. B. durch Verwendung

geeigneter Mollifier) zeigen, dass 0W
m
q (Rn, F) = Wm

q (Rn, F) für alle m ∈ N0 und alle 1 ≤ q <∞. Für ein Ge-
biet Ω ( Rn gilt jedoch i. d. R. 0W

m
q (Ω, F) (Wm

q (Ω, F).


