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Aufgabe 1 (5 Punkte):
Bestimmen Sie jeweils, ob es keine, eine oder mehrere lineare Abbildungen f: R? — R? mit
den folgenden Eigenschaften gibt:

() f((3,=1)) =(0,2), f((2,0)) = (1,1)
(ii

)
) f ist nicht injektiv und f((3,—1)) = (1,0)
(iii) f ist surjektiv und f({(1,z) | = € R}) ist einelementig
)
)

f{(z*2%) [z e R}) = {(1,2) | € R}
(( )) = (270>7 f((173)) = (17 1) und f((_17 _7>> # (_17 _3)

(iv

(v

Aufgabe 2 (5 Punkte):
Sei K ein Korper und seien V' und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Sei zudem
f:V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(i) Ist dim(V) < dim(W), so ist f nicht surjektiv.
(i) Ist dim(V') > dim(W), so ist f nicht injektiv.

(iii) Ist dim(V) = dim(W), so ist f injektiv genau dann, wenn f surjektiv ist.

Aufgabe 3 (5 Punkte):
Seien V' und W Vektorrdume iiber einem Korper K und sei zudem f: V — W eine lineare
Abbildung. Zeigen oder widerlegen Sie:

(i) Ist (vq,...,v,) € V™ linear unabhéngig, so ist auch (f(vy),..., f(v,)) € W™ linear unab-
héngig.

(ii) Ist f zusétzlich injektiv und ist (vy,...,v,) € V™ linear unabhéngig, so ist auch das Tupel
(f(v1),..., f(v,)) € W™ linear unabhéngig.

(iii) Ist (v1,...,v,) € V™ so, dass (f(v1),..., f(v,)) € W™ linear unabhéngig ist, so ist auch
(v1,...,v,) € V" linear unabhéngig.
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(iv) Ist f ein Isomorphismus und ist (vy,...,v,) € V" eine Basis, so ist auch das Tupel

(f(v1),..., f(vn)) € W™ eine Basis.

(v) Ist (vy,...,v,) € V™ eine Basis so, dass (f(v1),..., f(v,)) € W™ eine Basis ist, so ist f
bereits ein Isomorphismus.

Aufgabe 4 (5 Punkte):

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K und sei f € Hom(V, V') mit
fof = f. Zeigen Sie, dass der Untervektorraum ker(f) ein Komplement des Untervektorraumes
im(f) ist.
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Einige generelle Tipps:

e Beginnen Sie moglichst frith damit, sich mit den Aufgaben auseinanderzusetzen

e Machen Sie sich die exakte Bedeutung der verwendeten Begriffe und Definitionen durch
Nachschlagen im Skript bewusst

e Manche Aufgaben konnen Sie (vermutlich) nur unter Zuhilfenahme von Resultaten aus
der Vorlesung losen, sodass Sie stets im Blick haben sollten, was Sie denn bereits iiber
gegebene Objekte wissen

e Selbst wenn Sie eine Definition oder eine Aussage kennen, hilft es, sich diese mit Beispielen
zu veranschaulichen

e Manche Aussagen lassen sich leichter per Widerspruchsbeweis oder per Kontraposition
zeigen; versuchen Sie also ruhig verschiedene Ansétze

e Lassen Sie sich nicht zu sehr frustrieren, wenn Sie nicht alles auf Anhieb 16sen kénnen

e Sprechen Sie mit Anderen iiber die Aufgaben (sowohl Kommilitonen, Korrektoren als
auch Ubungsgruppenleiter bieten sich dort zum Beispiel an)

e Suchen Sie nicht nach (vollstdndigen) Losungen online (oder in Biichern etc.), da dies
nur Thr eigenes Verstandnis bremst (auch das Versuchen und Scheitern an Problemen ist
lehrreich, selbst wenn es erstmal nicht so scheint)

e Begriinden Sie Thre Antworten, aufer wenn explizit dabei steht, dass Sie es nicht tun
miissen

e Schreiben Sie Thre Losungen moglichst nicht als eine reine Folge von Symbolen auf, son-
dern verwenden Sie auch vollstédndige (deutsche, englische, etc.) Sétze um Ihre Gedanken
zu erklaren



