Aufgabe 1 (2+3+2 Punkte):
Wir betrachten die Menge X = Abb(Z,Z) aller Abbildungen von Z nach Z

(1) Zeigen Sie, dass die Relation f ~ g <= f(5) = g( ) auf der Menge X eine Aquivalenzrelation ist
(if) Wir ersetzen nun die definierende Elgenschaft f(5 ) = g(5) von ~ durch f(5) = g(3). Welche der Axiome einer
Aquivalenzrelation gelten dann noch? -

(iii) Wir nehmen nun an, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist, fiir welche f ~ g ist fiir alle fig € X mit

f(5) = g(3). Zeigen Sie, dass die konstante Abbildung mit Wert 34 und die konstante Abbildung mit Wert 42 in
Relation zueinander stehen.
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Aufgabe 2 (24342 Punkte); .
Sei R ein (im Allgemeinen nicht-kommutativer) Ring. Wir nennen ein Element ¢ € R idempotent, falls a? = a ist.

(i) Seia € R idempotent. Rechnen Sie nach, dass auch b = 1—a idempotent ist und ¢ und b miteinander kommutieren,
d.h., dass ab = ba ist.

(il) Seien nun a,b € R so, dass @, b und @ + b idempotent sind. Zeigen Sie, dass @ und b dann bereits miteinander -
kommutieren, .
Hinweis: Zeigen Sie zunéichst, dass ab = —ba ist. Was passiert nun, wenn man von links und/oder rechts mit a
und/oder b multipliziert? -

(lif) Sei nun R = K|z| der Polynomring iiber einem Kérper K in einer Varlablen z. Zeigen Sie, dass die einzigen
idempotenten Elemente von R durch 0 und 1 gegeben sind.
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Aufgabe 3 (24342 Punkte):
Wir betrachten den Vektorraum V = R3 und die drei Vektoren

v =(1,2,1), vg=(-1,-1,1), v3=(2,2,-2) € V.

(i) Ist vy = (1, —1,~B) € (v1,v3,v3)R? ' ?

(ii) Welche der Vektoren vg, va oder v3 kann man weglassen, ohne dass sich das Erzeugnis (v, vz, v3)g &ndert? Welche
der Vektoren vy, vy oder vg4 kann man bei dem Erzeugnis {vq, v, v4)r weglassen, ohne dass sich das Erzeugnis
dndert? '

(iif) Gibt es Vektoren vy, vz,u3 € V so, dass (v1, v, v3)r €ine echte Teilmenge von R3 ist und auferdem (v, va)R,
(ve,vs)r und (vi,vs)g alle drei echte Teilmengen von (vy, v, vs)r sind?
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Aufgabe 4 (2+43-+2 Punkte):

" Wir betrachten den Vektorraum R"q' und die beiden Untervektorriume
U={(z,2z,3z) |z € R} und U'={(z,9,2) € R? |z +y+2=0} |

(i) Bestimmen Sie die Dimension von U NU". -

(ii) Finden Sie eine lineare Abbildung f: R® - R? sodass f((z,2z,3z)) = (2w,—2i,0) fiir alle z € R ist und
- auﬁerdem f{v) = 2v fiir alle v € U’ ist.’ '

(111) Sei nun g: R® = R3 eine lineare Abbildung mit g(U’) = U. Welchen Rang kann g haben? .
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Aufgabe 5-(24-3+2 Punkte):

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix

in Abhanglgkelt von t € R.
(i) Fiir welche Werte t ist die Matrlx Ay 1nvert1erbar'7

(iii) Bestimmen Sie das Inverse von Aj.
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