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Lineare Algebra I

1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Definitionen, Konventionen, etc., die in dieser Farbe geschrieben sind, sind
Grundlagen, die thematisch nicht zum Abschnitt gehoren (aber eingefiihrt wer-
den, wenn sie zum ersten Mal benotigt werden).

Definition 1.1.1 (unprézise) (a) Die natirlichen Zahlen sind0,1,2,3,. ...
Die Menge aller natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet, d. h. statt ,x
ist eine natiirliche Zahl®* schreiben wir auch ,r € N¥,

(b) Die ganzen Zahlen sind ...,—2,—1,0,1,2,.... Die Menge der ganzen
Zahlen wird mit 7. bezeichnet.

(c) Eine rationale Zahl ist eine Zahl, die sich als Bruch ¢ schreiben ldsst,
wobet a eine beliebige ganze Zahl ist und b eine ganze Zahl ungleich 0. Die
Menge der rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

(d) (Reelle Zahlen werden in der Analysis-Vorlesung definiert.) Die Menge
der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet.

Konvention 1.1.2 Fine Variable ist ein Symbol, das fir ein mathematisches
Objekt (ihr Wert) stehen kann. Als Symbol werden meist Buchstaben verwendet,
z. T. mit ,Dekorationen® (2. B. , a, a, a, ... ). Kommt das gleiche Symbol mit
verschiedenen Dekorationen vor, so sind dies verschiedene Variablen. Ist der
Wert einer Variablen festgelegt, so nennt man sie oft auch eine Konstante.

Konvention 1.1.3 Symbole kéinnen auflerdem ein oder mehrere mathematische
Objekte als Indizes erhalten (z. B. a1, a2, a7s). Das gleiche Symbol mit verschie-
denen Indizes sind verschiedene Variablen.

Definition 1.1.4 Sei n eine natirliche Zahl und seien ay,...,a, und b reelle
Zahlen. FEinen Ausdruck der Form

a1r1+ -+ apx, =b

(wobei x1,...,x, Variablen sind), nennt man eine lineare Gleichung (in
Tlyeoo ,In).

Definition 1.1.5 (a) Sind a; und ay beliebige mathematische Objekte, so
schreibt man (ay,a2) fir das (geordnete) Paar bestehend aus a; und
as. Zwei Paare (a1, az) und (by,bs) werden als gleich angesehen (als For-
mel: ,(ar,a2) = (by,b2)“), wenn die entsprechenden Eintrige gleich sind,
also wenn a1 = by ist und as = bs.

1Es besteht unter Mathematikern keine Einigkeit dariiber, ob 0 als natiirliche Zahl bezeich-
net wird oder nicht. In dieser Vorlesung ist 0 eine natiirliche Zahl.



(b) Analog definiert man Tripel (a1,as2,as), Quadrupel (a1,a2,as,a4), ete.,
und allgemeiner n-Tupel (a1, ..., ay) fir beliebige n > 0.

(¢) Die Menge der n-Tupel, deren Fintrige aus einer gegebenen Menge M
stammen, wird mit M™ bezeichnet.

Bemerkung: Ublicherweise unterscheidet man nicht zwischen einem 1-Tupel ()
und dem Element a selbst.

Definition 1.1.6 Fine Losung einer linearen Gleichung
a1r1+ -+ apx, =b

ist ein n-Tupel (c1,...,¢c,) € R™, so dass
aici + -+ anc, =0

gilt.

Konvention 1.1.7 Ist n = 0, so ist die Notation ,a1 + -+ + ap“ als 0 zu
interpretieren.

Definition 1.1.8 Seien m undn natiirliche Zahlen. Ein lineares Gleichungs-

system in einem Variablentupel x = (x1,...,x,) ist ein Tupel L := (L1,..., Ly,),
wobei jedes L; eine lineare Gleichung in x ist. Eine Lisung von L ist ein Tupel
c € R", das eine Losung von jeder der Gleichungen Ly, ..., Ly, ist.

Definition 1.1.9 Sei

1121 + a12%2 + -+ AT, = by
a21%1 + A22%2 + -+ -+ A2pTy = by

I~
|
—~
[u—
~—

Am1T1 T Am2T2 + -+ AmpTn = bm
ein lineares Gleichungssystem.

(a) Die Koeffizientenmatriz von L ist das Tupel

ain a2 ai | b
azi agy - azn | be
e Rm(n+1), (2)
Gml Qw2 Gmn | bm
(b) Istby = -+ =b,, =0, so nennt man L homogen. In diesem Fall betrach-

tet man als Koeffizientenmatriz oft nur das Tupel

ai1 a12 A1n
a1 422 a2n men

] e R™™, (3)
Am1 Am?2 e Amn

(Zur Unterscheidung nennt man (2) manchmal die erweiterte Koeffi-
zientenmatrix von L.)



Lemma 1.1.10 Sei L ein homogenes lineares Gleichungssystem inn Variablen.
Dann gilt:

(a) Das n-Tupel (0,...,0) ist eine Losung von L (die triviale Losung).

(b) Sind ¢ = (c1,...,¢n) und ¢ = (cy,...,c),) Lisungen von L, so ist auch
ct+c =(c1+d),...,cn+c,) eine Losung von L.

(c) Ist ¢ = (c1,...,¢n) eine Losung von L und X € R, so ist auch Ac =
(A1, ..oy Aep) eine Losung von L.

Lemma 1.1.11 Seien L := ,a1x1 + -+ + apxy = b“ und L' := Lajzy + -+ +
anxy, = b'“ lineare Gleichungen und sei A € R. Wir nehmen an, dass ¢ € R
sowohl Losung von L als auch Losung von L' ist. Dann ist ¢ auch eine Lésung
von

L+ L = (a1 +a)z1+ -+ (an +al)z, = (b+ V)%

und von

A L=, (Aar)z1 + -+ (Aap)z, = A

Definition 1.1.12 Sei L ein Gleichungssystem. Eine elementare Transfor-
mation von L ist ein Gleichungssytem L', das man auf eine der folgenden
Arten aus L erhdlt:

(a) zwei Gleichungen tauschen;

(b) eine Gleichung durch ihr A-faches ersetzen, fir eine reelle Zahl A # 0;

(¢) zu einer der Gleichungen von L das A-fache einer anderen Gleichung von
L addieren, fir eine beliebige reelle Zahl \.

Lemma 1.1.13 Ist L ein lineares Gleichungssystem und L' eine elementare
Transformation von L, so ist auch L eine elementare Transformation von L.

Satz 1.1.14 Ist L ein lineares Gleichungssystem und L' eine elementare Trans-
formation von L, so haben L und L' die selben Lésungen.

Definition 1.1.15 Man sagt, ein Gleichungssystem ist in Zeilenstufenform,
wenn seine Koeffizientenmatriz die folgende Form hat:

0--0 0 0--0 0 0--0[1]"" A
0-0 0 000 0--0---0[1]x% - x ’
000 0--00 0---0----- 00 -0/

: oL ool : Lol : 2}@
0---0 0 0---0 O O ---0 -vv--- 0 0 ---01 =%
— S~ S S

© © © ©

Hierbei steht jedes ,+“ fiir eine beliege reelle Zahl, und die mit © markierten
Zeilen und Spalten miissen nicht vorhanden sein. Die eingekdstelten len (d. h.
die ersten nicht-0-Eintrige jeder Zeile) nennt man Pivot-Elemente.

Satz 1.1.16 (Gauf-Elimination) Jedes Gleichungssystem kann durch end-
lich viele elementare Transformationen in Zeilenstufenform gebracht werden.



Satz 1.1.17 Sei L ein lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Dann
gilt:

(a) Euxistiert in der Koeffizientenmatriz von L eine Zeile der Form (0 --- 0 |
b;) mit b; £ 0, so besitzt L keine Losung.

(b) Euxistiert keine solche Zeile, so besitzt L Liosungen. In diesem Fall lassen
sich simtliche Losungen erhalten, indem man der Reihe nach x,, xp_1,...,21
folgendermafen wdhlt:

(i) Enhdalt die j-te Spalte kein Pivot-Element, so kann x; beliebig gewdhlt

werden.

(ii) Enhdlt die j-te Spalte ein Pivot-Element in der i-ten Zeile, so ist x;
durch xj41,...,%, eindeutig festgelegt, nimlich: Hat die i-te Zeile
die Form

(001 ajjr1- ainlb),
S0 15t Tj = bz — Qi 41T 541 — A4, 42T 542 — *°° — Qi ndn-

Korollar 1.1.18 Sei L ein lineares Gleichungssystem mit mehr Variablen als
Gleichungen.

(a) Ist L homogen, so hat L unendlich viele nicht-triviale Losung.
(b) Hat L mindestens eine Losung, so hat L bereits unendlich viele Losungen.

1.2 Logik und Mengen

Definition 1.2.1 (unprizise) (a) Eine (mathematische) Aussage ist ein
Textfragment A (evtl. mit mathematischen Symbolen), fir das die Frage
Sinn ergibt, ob es wahr oder falsch ist. Man sagt auch, dass A gilt, bzw.
nicht gilt; oder: Der Wahrheitswert von A ist wahr bzw. falsch.

Der Wahrheitswert einer Aussage A kann von Variablen abhdngen. In
diesem Fall sagen wir auch, dass A eine Aussage tiber diese Variablen
15t.

(b) FEin Term ist Textfragment T (evtl. mit mathematischen Symbolen), das
das ein mathematisches Objekt beschreibt; dieses Objekt nennt man den
Wert vonT'. Meistens hingt der Wert von T von Variablen ab; man nennt
T dann einen Term in diesen Variablen.

Definition 1.2.2 Sind A und B Aussagen, so definiert man daraus die folgen-
den neuen Aussagen:

(a) ,A A B“ ist wahr genau dann, wenn sowohl A als auch B wahr ist. Man
nennt dies die Konjunktion von A und B.

(b) ,AV B¥ ist wahr genau dann, wenn mindestens eine der Aussagen A und
B wahr sind. Man nennt dies die Disjunktion von A und B.

(¢) ,—A“ ist wahr genau dann, wenn A falsch ist. Man nennt dies die Nega-
tion von A.

(d) ,A = B“wahrist genau dann, wenn A falsch ist oder B wahr oder beides.
Man schreibt auch ,B < A“ und sagt auch ,A impliziert B“ oder ,B
folgt aus A

(e) ,A < B“wahrist genau dann, wenn A und B den gleichen Wahrheitswert
haben. Man sagt auch, ,A ist dquivalent zu B“ oder ,A und B sind
dquivalent” oder ,A gilt genau dann, wenn B gilt“.



Definition 1.2.3 (ungenau) (a) Fine Menge M ist ein mathematisches

Objekt, das dadurch charakterisiert ist, welche mathematischen Objekte
thre Elemente sind. Statt ,,x ist ein Element von M“ sagt man auch: ,x
liegt in M “ oder ,M enthdlt x“. Notation dafir: ,x € M*

(b) Weitere Notationen:
& & M“ bedeutet: x ist kein Element von M.
»T, Yy € M“ bedeutet: sowohl x als auch y sind Elemente von M ; etc.

(¢) Die leere Menge ist die Menge, die gar keine Elemente hat. Sie wird mit
(0 bezeichnet.

Definition 1.2.4 Sind x4, ..., x, beliebige mathematische Objekte, so schreiben
wir

{z1,...,2,}

fiir die Menge, deren Elemente genau x1,...,Z, sind:

ye{r,..., o} <= (y=21 V---Vy=u1x,).

Bemerkung: Eine ein-elementige Menge {a} wird nicht als das gleiche angesehen
wie das Element a selbst. Aufserdem: Ist ein Element A von M selbst wieder
eine Menge, so werden die Elemente von A nicht automatisch auch als Elemente
von M angesehen.

Definition 1.2.5 (a) Ist M eine Menge und A eine Aussage iber eine Va-
riable x, so schreiben wir {x € M | A} fir die Menge derjenigen Elemente
x € M, fir die die Aussage A wahr ist. (Manche Leute scheiben auch
JAr € M : A}Y) Wenn man M aus dem Kontext erraten kann, schreibt
man oft auch nur {x | A}. Ist A" eine weitere Aussage, so schreibt man
statt {x | ANA"} oft auch {x | A, A’}.

(b) Ist A eine Aussage iber eine Variable x und T ein Term in x, so schreibt
man {T | A} fir die Menge aller Werte, die der Term T annehmen kann,
wenn man fir x Objekte einsetzt, fir die A wahr ist. Man verwendet auch
analoge Notationen, wenn A und T Aussagen in mehreren Variablen sind.

Definition 1.2.6 Ist M eine Menge, so schreiben wir #M fir die Anzahl der
Elemente von M; man nennt dies auch die Kardinalitdt (oder Mdchtig-
keit) von M. (Statt #M kann man auch |M| schreiben.) Genauer: Lisst sich
M = {x1,...,x,} schreiben fir paarweise veschiedene x;, so nennen wir M
endlich und setzen #M = n. Ldsst sich M nicht so schreiben, so nennen wir
M wunendlich und setzen (in dieser Vorlesung®) #M = <.

Definition 1.2.7 Sei A eine Aussage tber eine Variable x und sei M eine
Menge.

(a) Die Notation
Vre M: A

2 Auch bei unendlichen Mengen M kann man noch ,yerschieden grofe* Mengen unterschei-
den: Gibt es eine Bijektion (siehe Definition 1.3.9) von M nach N, so nennt man M abzéhlbar,
sonst iiberabzihlbar. Allgemeiner sagt man, zwei Mengen M und M’ haben die gleiche Kar-
dinalitdt, wenn eine Bijektion von M nach M’ existiert.




bedeutet: A gilt fiir jedes Element x von M. Manchmal schreibt man auch
»A Yre M«
Ist M leer, so wird Nx € M: A“ als wahr angesehen.
(b) Die Notation
dJre M: A

bedeutet: Es existiert mindestens ein Element x von M, fir das A wahr
15t.
(¢) Die Notation
FloaeM: A

bedeutet: Es existiert genau ein Element x von M, fir das A wahr ist.

(d) Die Aussage ,A gilt fir fast alle © € M* bedeutet: Es gibt nur endlich
viele Elemente in M, fiir die A nicht gilt. (Anders ausgedriickt: Die Menge
{x € M | A} ist endlich.)

Die Symbole ¥ und 3 nennt man Quantoren. Wenn man M aus dem Kontext
erraten kann, schreibt man in den obigen Notationen oft nur ,x“ statt ,o € M*

Die Notation
Ve,ye M: A

ist eine Kurzschreibweise fir Nx € M: Yy € M: A% etc.

Definition 1.2.8 Seien A und B Mengen.

(a) A heifit Teilmenge von B wenn jedes Element von A auch Element von
B ist. Man sagt auch: ,A ist eine Untermenge von B* oder: ,B ist eine
Obermenge von A“ Notationen: A C B; B D A.

(b) Die Notation A C B bedeutet: A C B aber A # B; man sagt: ,A ist eine
echte Teilmenge von B.“

Definition 1.2.9 Seien A und B Mengen.

(a) Die Vereinigung von A und B ist AUB :={x |z € AVz € B} (Man
sagt auch ,A vereinigt B¥).

(b) Der Schnitt von A und B ist ANB:={x |z € ANz € B} (Man sagt
auch ,A geschnitten B%). Ist AN B = 0, so sagt man, die Mengen A
und B sind disjunkt.

(¢) Die Differenz von A und B ist A\ B :={z|xz€ ANz ¢ B} (Man sagt
auch ,A ohne B¥).

Definition 1.2.10 Ist A eine Menge, so bezeichnet
P(A):={B|BC A}

die Menge aller Teilmengen von A; P(A) wird Potenzmenge von A genannt.

Definition 1.2.11 (a) Sind My und My Mengen, so schreibt man My x My
fiir die Menge der Paare (x1,x2) bestehend aus einem Element x1 von M
und einem Element von xo von Msy. Man nennt My X My das kartesische
Produkt von My und M. Analog schreibt man My x My x M3 fiir die
Menge der Tripel, etc.



(b) Ist M eine Menge, so schreibt man statt M x --- x M auch M™ (vgl.
[ —

n mal
Definition 1.1.5). Hierbei ist M* = M, und M° ist die Menge, deren
einziges Element das leere Tupel ist.

Bemerkung: Meistens identifiziert man verschiedene Klammerungen von kartesi-
schen Produkten, also z. B.: (M7 x M) x M3 = My x My x Ms = My x (Max Ms).

Notation 1.2.12 Sind m < n zwei ganze Zahlen und sind An, Am+i, .-, An
Mengen, so verwendet man folgende Notationen:

@ JAi=4nUAnnU---UA,

(b) ﬂAi = A NApsir N---NA,
i=m
n

(c) HAi::AmxAme---xAn

Die Beschriftung ,,i = m“ und ,n“ am groffen Symbol ist also zu interpretieren
als: i soll alle ganzen Zahlen von m bis n durchlaufen.

Konvention 1.2.13 Sei I eine (mdglicherweise unendliche) Indexmenge und
sei A; eine Menge fiir jedes i € I.

(a) U A; ist die Menge derjenigen Elemente, die in jeder mindestens einer

il
der Mengen A; liegen. Im Fall I = () setzt man U A; = 0.
il
(b) ﬂAi ist die Menge derjenigen Elemente, die in jeder der Mengen A;
iel
liegen. Im Fall I = () ist ﬂ A; nicht definiert.

i€l

Definition 1.2.14 Sei I eine (mdglicherweise unendliche) Indexmenge.

(a) Fin mit I indiziertes Tupel ist ein mathematisches Objekt a, das jedem
Index i € I ein mathematisches Objekt a; zuordnet. Sind diese a; gegeben,
so schreibt man auch (a;)ier fir das Tupel a.

(b) Ist A; eine Menge fiir jedes i € I, so bezeichnet

[

el

die Menge derjenigen mit I indizierten Tupel (a;)icr, bei denen a; € A;
ist fir alle i € I. Man nennt diese Menge das kartesische Produkt der
Mengen A;. Ist I =0, so ist [[,c; Ai die Menge, die das leere Tupel als
einziges Element hat.
(c) Ist A eine Menge, so schreibt man statt HA auch AT,
iel

iel



1.3 Abbildungen

Definition 1.3.1 Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f (oder Funktion)
von A nach B ist ein mathematisches Objekt f, dass jedem Element a € A ein
Element f(a) € B zuordnet. Ist f(a) = b, so sagt man, f bildet a auf b ab.

Formal ist eine Abbildung gegeben durch eine Menge G C A x B, mit der Ei-
genschaft, dass fiir jedes a € A genau ein b € B existiert mit (a,b) € G; die
einer Abbildung f entsprechende Menge ist G = {(a, f(a)) | a € A}.

“Abb(A, B)” bezeichnet die Menge aller Abbildungen von A nach B. Statt ,f €
ADbb(A, B)“ schreibt man auch ,,f: A — B und statt f(a) = b schreibt man
auch ,,f: a— b“

Man nennt A den Definitionsbereich von f, B den Wertebereich von f und
G den Graph von f.

Konvention 1.3.2 Ist f: A1 x Ay — B, so schreibt man statt f((a1,a2)) auch
flar,a2) (fir a; € A1,as € As). Und analog fiir f: Ay x Ay x A3 — B, elc.

Bemerkung 1.3.3 Seien A und I Mengen. Jeder Abbildung aus Abb(I, A)
entspricht genau ein Tupel aus Al und wmgekehrt, ndmlich: Der Abbildung
f € Abb(I, A) entspricht das Tupel (a;)ic; € AT mit a; = f(i) fiir allei € I.

Definition 1.3.4 Die Identitdt auf einer Menge A istida: A — A,a — a.

Definition 1.3.5 Seien A, B, C Mengen und seien f: A — B und g: B — C
Abbildungen. Dann ist die Verkettung (man sagt auch , Verkniipfung®) von
f und g die Abbildung

gof:A— C,ar g(f(a)).

»g o f“ spricht man oft ,g nach f“ aus.

Definition 1.3.6 Ist f: A — A eine Abbildung von A in sich selbst und ist
k€N, so setzen wir f¥:= fo---of falls k> 1, und f° :=id4.
—

k mal

Definition 1.3.7 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.

(a) Ist A’ C A, soist f(A") :={f(a) | a€ A’} das Bild von A’ unter f.

(b) Das Bild unter f des gesamten Definitionsbereichs A wird auch einfach
nur Bild von f genannt. Notation dafir: im f := f(A).

(c) Ist B' C B, soist f~1(B') :=={a € A| f(a) € B'} das Urbild von B’
unter f.

(d) Ist b € B, so schreibt man oft auch f=1(b) statt f=({b}). Besteht die
Menge f=1(b) aus genau einem Element a, so meint man mit f~1(b) oft
auch nur dieses Element a (und nicht die Menge {a}).

Definition 1.3.8 Ist f: A — B eine Abbildung und A’ C A eine Teilmenge,

so schreiben wir f|ar fir die Binschrinkung von f auf A', d.h. fla: A —
B,aw f(a).

10



Definition 1.3.9 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.

(a) f heifit injektiv, wenn fir alle b € B gilt: #(f~1(b)) < 1.
Man sagt auch ,f ist eine Injektion von A nach B“ und schreibt dafiir
of: A— B

(b) f heifit surjektiv, wenn fiir alle b € B gilt: #(f~1(b)) > 1.
Man sagt auch ,,f ist eine Surjektion von A nach B“ und schreibt dafir
»f: A— B

(c) f heifit bijektiv, wenn fiir alle b € B gilt: #(f~*(b)) = 1.
Man sagt auch ,f ist eine Bijektion zwischen A und B* und schreibt
dafiir ,f: A X5 B«

(Ob eine Abbildung surjektiv bzw. bijektiv ist, hingt davon ab, welche Menge
man als den Wertebereich betrachtet.)

Satz 1.3.10 Seien A und B endliche Mengen gleicher Kardinalitit. Dann gilt
fiir Abbildungen f € Abb(A, B): Ist f injektiv oder surjektiv, so ist f bereits
bijektiv.

Satz 1.3.11 Seien A und B Mengen und sei f: A — B eine Abbildung.

(a) Ist f bijektiv, so existiert genau eine Abbildung g: B — A, so dass gilt:
fog=idp und go f =ida.

(b) FEs gilt auch umgekehrt: Existiert eine Abbildung g wie in (a), so ist f
bijektiv.

Definition 1.3.12 Ist f: A — B bijektiv, so nennt man die Abbildung g aus
Satz 1.3.11 das Inverse von [ (oder auch auch ,,Umkehrabbildung von f*).
Die Notation fiir diese Abbildung ist f~*. Im Fall B = A setzt man auch f~F =
(f~YHY* fiir k € N.

Bemerkung 1.3.13 Bei bijektiven Abbildungen f: A — B passt die Notation
=1 fiir die Umkehrabbildung mit der Notation fiir Urbilder (Definition 1.3.7)
zusammen: Fiir B' C B st das Urbild von B’ unter f das selbe wie das Bild von
B’ unter der Umkehrabbildung f=1, und fiir b € B ist das Urbild von b unter f
genau das Bild von b unter f~1.

1.4 Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 1.4.1 Sei A eine Menge.

(a) Eine Relation auf A ist gegeben durch eine Teilmenge R C A x A. Mei-
stens werden Relationen mit einem Symbol bezeichnet (z. B. “~%), das man
zwischen zwei Elemente a,b € A schreibt (also z. B. ,a ~ b%), um auszu-
driicken, dass (a,b) € R ist.

(b) Eine Aquivalenzrelation ~ auf A ist eine Relation ~ auf A mit folgen-
den Eigenschaften:

(i) Ya € A: a ~ a (Reflexivitdt)

(ii) Ya,be€ A: (a ~b=b~a) (Symmetrie)
(iii) Va,b,c€ A: (a ~bAb~c=a~c) (Transitivitit)
Ist dies der Fall, so wird ,,a ~ b“ oft ausgesprochen als ,a ist dquivalent
zu b oder ,a und b sind dquivalent”.
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(c) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und ist a € A, so nennt man {b €
A|b~a} die Aquivalenzklasse von a. Die Menge all dieser Aquivalenz-
klassen wird mit A/~ bezeichnet; dies wird ,A modulo ~* ausgesprochen.
(A/~ ist also eine Menge von Mengen.)

Beispiel 1.4.2 Sind a,m € Z und m # 0, so schreiben wir ,m | a* fir: ,a ist
durch m teilbar.” (D. h.: -- ist eine ganze Zahl.) Man sagt auch: m teilt a.

Sei nun m € N\ {0}. Dann wird durch
a~b:<= m|a—"b

eine Aquivalenzrelation auf 7. definiert. Die iibliche Notation fiir diese Relation
ist ,a =b mod m* man sagt: ,,a ist kongruent zu b modulo m* oder ,,a und b
sind kongruent modulo m*“.

Lemma 1.4.3 Sei A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann
gilt, fira,be A:

(a) a€a/~
(b) a~b < a/~=0b/~

Definition 1.4.4 Fine Partition einer Menge A ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von A, so dass es fiir jedes a € A genau ein B € P gibt mit
a € B.

Satz 1.4.5 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, so ist A/~ eine
Partition von A.

2 Algebraische Strukturen

2.1 Gruppen, Ringe, Korper

Definition 2.1.1 (a) FEine Gruppe ist ein Tripel (G, o,e) bestehend aus ei-
ner Menge G, einer Abbildung o: G x G — G und einem Element e € G
mit folgenden FEigentschaften:

(i) Ya,b,c € G: (aob)oc=ao (boc) (Assoziativitit)
(ii) Va € G:aoe=eoa=a (Man sagt, ,e ist ein neutrales Element
fir o%)
(iii) Va € G: 3b € G: aob=boa = e. (Fin solches b heifit Inverses von
a.)
Die Bedingungen (i)-(iii) nennt man die Gruppenaziome.
(b) Gilt auflerdem Ya,b € G: aob = boa, so nennt man G kommutativ oder
abelsch. (Gilt aob = boa, so sagt man auch: ,a und b kommmutieren®.)
Konvention 2.1.2 Fine Abbildung, die man, wie das obige ,0 zwischen zwei
Elemente schreibt, nennt man oft auch Verkniipfung.

Konvention 2.1.3 Oft nennt man auch (G, o) oder G eine Gruppe, wenn klar
ist, was e (und o) sein soll. Man nennt (o,e) auch eine Gruppenstruktur
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auf der Menge G. Man sagt auch: ,Fine Gruppe ist eine Menge G mit einer
Verkiipfung o: G x G — G und einem Element e € G...*“

Beispiel 2.1.4 Ist A eine beliebige Menge, so bildet die Menge aller Bijektion
von von A nach A eine Gruppe, mit der Verkettung von Abbildungen als Ver-
kntipfung und ida als neutralem Element. Diese Gruppe wird auch mit Sym(A)
bezeichnet und die symmetrische Gruppe (auf A) genannt.

Bemerkung 2.1.5 Beim Rechnen in einer Gruppe G kann man  kiirzen*: Aus

aob=a ob folgt a =d (fir a,a’,b € G); und aus boa = bod folgt auch
!/

a=a.

Lemma 2.1.6 Ist G eine Gruppe und a € G, so existiert genau ein b € G mit
aob = e. Insbesondere hat a genau ein Inverses.

Notation 2.1.7 Es gibt mehrere verschiedene typische Notationen fiir Grup-
pen; im Folgenden sind a,b Gruppenelemente und n € N\ {0}:

(a) Verkniipfung: a o b; neutrales Element: e; Inverses von a: a~t. Wir defi-
nieren auch a® :=e, a" :=ao---0a, a™" := (a” )"
—_———

n mal

(b) Multiplikative Notation: Verknipfung: a - b (oder ab); neutrales FEle-
0

ment: 1; Inverses von a: a~'. Wir definieren auch Ti=a- b=1, a¥ :=e,
a“:=ga---a,a "= (a" )"

——

n mal

(¢c) Additive Notation: Verkniipfung: a + b; neutrales Element: 0; Inverses

von a: —a. Wir definieren auch a —b :=a+(=b), 0-a:=0,n-a =
a+---+a, (—n)-a:=n-(—a)
—_————

n mal

Wenn nicht anders angegeben, verwenden wir Notation (a).

Bemerkung 2.1.8 Ist G eine Gruppe, so gilt fiir beliebige a,b € G und m,n €
Z:

(a) (aob) ™t =b"toa™!

(b) a™t"™ =a™oa™

Satz 2.1.9 Sind (G1,0,¢e1),..., (Gn,0,e,) Gruppen, so ist auch Gy X -+ X G,
eine Gruppe, mit der komponentenweisen Verkniipfung
(aty... an) o (byy...,by) :=(a10by,...,a,0by,)

und mit neutralem Element (eq,...,ep).

Bemerkung: Wenn wir ein kartesisches Produkt G x- - - X G,, als Gruppe bezeich-
nen, ist als Verkniipfung die komponentenweise Verkniipfung gemeint (wenn
nicht anders angegeben). Diese Verkniipfung wird mit gleichen Symbol wie die
Verkniipfungen der G; geschrieben.

Definition 2.1.10 (a) Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verknipfungen

+: RXxR— Rund-: Rx R — R und mit Elementen 0 € R und 1 € R,
so dass die folgenden Ringaxiome gelten:
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(i) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) - ist assoziativ und 1 ist ein neutrales Element fir -.
(ili) Va,b,c € R: ((a+b)-c=a-c+b-c A a-(b+c)=a-b+a-c)
(Distributivitit)

(b) Der Ring R heifst kommutativ, wenn die Verknipfung - kommutativ ist.
(c) Fin Kérper ist ein Ring K, bei dem (K \ {0},-,1) eine abelsche Gruppe

18t.
(d) Man nennt 0 auch das Null-Element von R und 1 das Eins-Element.

Konvention 2.1.11 (a) Wenn wir einen Ring R als Gruppe auffassen, ist
(R,+) gemeint.
(b) Ist K ein Kdrper, so setzen wir K* := K\{0} und fassen dies als Gruppe
mit - als Verkniipfung auf.

Bemerkung 2.1.12 Ist K ein Korper, so gilt fiir alle a,b € K:
(a) ab=0 <= (a=0Vb=0)
(b) a-(=b)=—(a-b)

Bemerkung 2.1.13 Sei K ein Kérper. Fast im gesamten Abschnitt 1.1 kann
man ,,reelle Zahl“ durch ,Element von K ersetzen:

(a) Sinday,...,an,b € K, so nennt man ,a1x1+---+anx, = b“ eine lineare
Gleichung tiber K (Definition 1.1.4). Analog definiert man ein lineares
Gleichungssystem iiber K (Definition 1.1.8).

(b) Koeffizientenmatriz, elementare Tranformation und Zeilenstufenform wer-
den auch entsprechend definiert (Definitionen 1.1.9, 1.1.12, 1.1.15), wobei
mit 0 und 1 jeweils das entsprechende Element von K gemeint ist.

(¢) Mit einer Ausnahme gelten alle Aussagen aus Abschnitt 1.1 fir beliebige
Kérper K: Lemma 1.1.10, Lemma 1.1.11, Lemma 1.1.13, Satz 1.1.1},
Satz 1.1.16 (Gauf-Elimination), Satz 1.1.17.

(d) Die Ausnahme ist Korollar 1.1.18: Dieses muss wie folgt umformuliert
werden: Sei L ein lineares Gleichungssystem tber K mit mehr Variablen
als Gleichungen. Hat L mindestens eine Losung (dies gilt insbesondere,
wenn L homogen ist), so hat L sogar mindestens #K wviele Losungen.

2.2 Unter- und Quotientenobjekte

Definition 2.2.1 (a) Sei (G,o,e) eine Gruppe. Ist H C G eine Teilmenge,
so dass (H,o|gxm,e) auch eine Gruppe ist, so nennt man H eine Un-
tergruppe von G und G eine Obergruppe von H.

(b) Analog definert man Unter- und Oberringe und Unter- und Oberkdr-
per.

Beispiel 2.2.2 Ist (G,+) eine abelsche Gruppe und n € N, so ist

nG = {na| a € G}

eine Untergruppe von G.

Bemerkung 2.2.3 (a) Mdchte man prifen, dass eine Teilmenge H einer
Gruppe G eine Untergruppe ist, so reicht es, folgendes zu priifen:
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(i) ee H
(ii) H ist abgeschlossen unter der Verkniipfung, d.h. sind a,b € H,
so ist auch aob € H.
(iii) H ist abgeschlossen unter Inversen, d.h. ist a € H, so ist auch
a”leH.
(b) Analoges gilt fir Unterringe und Unterkorper.

Definition 2.2.4 Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und H C G eine Untergrup-
pe. Dann setzen wir G/H := G/~ (Ausssprache: ,G modulo H*), wobei ~ die
Agquivalenzrelation ist, die definiert ist durch

a~b < a—-be H.

Fiir die Aquivalenzklasse a/~ € H eines Elements a € G schreibt oft a + H
oder a. Man nennt a auch einen Reprdsentanten von a, und die Abbildung
G — G/H,a — @ nennt man die ,kanonische Abbildung von G nach G/H*.

Satz 2.2.5 Ist (G,+,0) eine abelsche Gruppe und H eine Untergruppe, so ist
auch G/H eine Gruppe mit der Verknipfung

a+b:=a+b
und mit neutralem Element 0. (Man nennt G/H eine Quotientengruppe.)

Satz 2.2.6 Sein € N\ {0}. Dann ist Z/nZ ein kommutativer Ring, mit der
Multiplikation

a-b:=a-b

und mit Eins-Element 1. (Z/nZ ist ein Quotientenring.)
Satz 2.2.7 Ist p eine Primzahl, so ist der Ring Z/pZ sogar ein Kérper.

Definition 2.2.8 Der Korper Z/pZ (fir p prim) wird mit F,, bezeichnet. Die
Elemente von F), werden mit 0,1,...,n—1 bezeichnet (statt mit0, 1, ..., n—1).

2.3 Die komplexen Zahlen

Definition 2.3.1 (a) Die komplexen Zahlen C sind wie folgt definiert: Als
Gruppe setzen wir (C,+) := (R% +). Das Produkt von zwei komplexen
Zahlen (a,b), (¢, d) € C ist definiert durch (a,b)-(c,d) := (ac—bd, ad+bc).

(b) Der Betrag einer komplexen Zahl z = (a,b) € C ist |z| := vVa® + b? € R.

Satz 2.3.2 (a) Die komplexen Zahlen bilden einen Korper mit Eins-Element
(1,0).
(b) Fiir z,2" € C gilt: |z-2'| = |z| - |7/]|.

Konvention 2.3.3 Wir fassen R als Unterkérper von C auf, indem wir a € R
mit (a,0) € C identifizieren. (Diese Identifikation ist mit Addition und Multi-
plikation kompatibel.) Die komplexe Zahl (0,1) € C wird mit i bezeichnet. So
lasst sich jede komplexe Zahl (a,b) € C schreiben als a + bi (fir a,b € R).
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Definition 2.3.4 Seiz=a+ib e C.

(a) Der Realteil von z ist Re(z) := a, der Imagindrteil ist Im(z) := b.
(b) Das (komplex) Konjugierte von z ist Z := a — ib.

Satz 2.3.5 Fiir z,2' € C gilt:

2.4 Polynomringe

Notation 2.4.1 Sei (G, +,0) eine abelsche Gruppe.

(a) Sind m < n zwei ganze Zahlen und sind am, Gmi1, - - ., an € G, S0 setzen
wir

Zai = Gt Q1+ Qg
(b) Sei I eine Index-Menge und seien a; € G (fiir i € I) so, dass a; = 0 ist
fir fast alle i € I. Dann schreiben wir

>
iel

fiir die Summe all derjenigen a;, die nicht 0 sind.

Definition 2.4.2 Sei R ein kommutativer Ring und x eine Variable.

(a) Ein Polynom in x iiber R ist gegeben durch ein Tupel (a;)ien € RY, wobei
fast alle a; gleich 0 sind. Wir schreiben ein solches Polynom als Term der

Form
Z CLZ‘ZL'i
i€N
Die Menge aller Polynome in x tiber R wird mit R[] bezeichnet.
(b) Die Summe und das Produkt von zwei Polynomen ", a;x",y
R[z] sind so definiert, wie es die Term-Notation suggeriert:

Zaixi + Zbixi = Z(ai + bi)xi

i
ieN b;x* €

€N €N €N
(Z aixi> . (Z b1$l> = Z(Z ajbi,j)xi
€N €N €N j=0

Satz 2.4.3 Ist R ein kommutativer Ring, so ist auch R[x] ist ein kommutativer
Ring.

Konvention 2.4.4 Wir fassen einen kommutativen Ring R als Unterring von

R[z] auf, indem wir ein Element a € R mit dem Polynom ax’ € R[z] identifi-
zieren.
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Notation 2.4.5 Ist M = {ay,...,a,} eine endliche Menge von reellen Zah-
len, so bezeichnet min M das kleinste Element von M und max M das grifs-
te Element von M (also min M,max M € M, und fir alle 1 < i < n gilt:
min M < a; <max M ).

Definition 2.4.6 Sei R ein Ring und f =
iber R.

(a) Der Grad von f ist definiert als deg f := max{i € N | a; # 0}.
(b) Ist ageg f =1, so nennt man f normiert.

nen @n®”™ € R[z]\{0} ein Polynom

Satz 2.4.7 Sei R ein kommutativer Ring und seien f,g € R[z]\ {0}. Dann ist
deg(f-g) < deg f+degg. Ist R ein Kdrper, so gilt sogar deg(f-g) = deg f+degg.

Definition 2.4.8 Sei R ein Ring und f = )
tber R.

(a) Das Polynom f definiert eine Funktion von R nach R, die auch mit f be-
zeichnet wird: f(b) := > _yanb". Hierbei verwenden wir die Konvention
0¥ :=1.

(b) Fine Nullstelle von f ist ein Element b € R mit f(b) = 0.

nen @n®™ € Rlz] ein Polynom

neN

Bemerkung 2.4.9 Ist R ein kommutativer Ring, sind f,g € Rlz] und ist a €
R, so gilt: (f + g)(a) = f(a) + g(a) und (f - g)(a) = f(a) - g(a).

Satz 2.4.10 Ist R ein kommutativer Ring, f € R[x]\ {0} und ist b € R eine
Nullstelle von f, so gibt es ein g € R[x] mit f = (x —b) - g.

Korollar 2.4.11 Ist K ein Kérper und f € K[z]\{0}, so hat f mazimal deg f
verschiedene Nullstellen.

Satz 2.4.12 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist f € C[z] und deg f > 1,
so besitzt f mindestens eine Nullstelle.

Korollar 2.4.13 Ist f € C[z] ein normiertes Polynom vom Grad n € N, so
existieren ai, ..., a, € C so dass f = [[;—,(x — a;) gilt. Die Menge {a1, ..., a,}

ist genau die Menge der Nullstellen von f. (Allerdings kann die selbe Nullstelle
mehrfach auftauchen.)

3 Vektorraume

3.1 Definition

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 3.1.1 FEin Vektorraum dber K (auch: ein K-Vektorraum) ist
eine abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verknipfung -: K XV —V,
so dass fiir alle r,s € K und alle u,v € V' gilt:
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Die Elemente von V nennt man Vektoren, die Elemente von K nennt man
Skalare; + heifit Vektoraddition, - heifst Skalarmultiplikation. Das FEle-
ment 0 € V nennt man Nullvektor.

Beispiel 3.1.2 K" ist ein Vektorraum mit der Skalarmultiplikation
re(ay,...,an) = (rag,...,ray,).

aj
Elemente von K™ werden oft | © | geschrieben (statt (a1,...,an)).

QAn
Beispiel 3.1.3 K]lx] ist ein Vektorraum tber K.

Beispiel 3.1.4 Ist A eine beliebige Menge, so ist Abb(A, K) ein K -Vektorraum,
mit punktweiser Vektorraddition und punktweiser Skalarmultiplikati-

on: (f+g)(a) = f(a)+g(a) und (r- f)(a) =r-(f(a)) fir alle f,g € Abb(A, K),
aller € K und alle a € A.
Satz 3.1.5 Ist V ein K-Vektorraum, so gilt fir alle r € K und allev € V:

(a) rv=0 < (r=0vuv=0)
(b) (=1) v = —v.

3.2 Untervektorraume

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 3.2.1 Sei (V,+,0,:) ein K-Vektorraum. Ist U C V eine Teilmenge,
so dass (U, +|uxv, 0, |kxv) auch ein Vektorraum ist, so nennt man U einen
Untervektorraum von V.

Lemma 3.2.2 FEine Teilmenge U eines K -Vektorraums V ist ein Untervektor-
raum genau dann, wenn sie nicht leer ist und fir alle u,u’ € U und alle r € K
gilt: ru+u €U.

Beispiel 3.2.3 Ist L ein homogenes lineares Gleichungssystem tber K in n
Variablen, so ist die Losungsmenge von L ein Untervektorraum von K™.

Bemerkung 3.2.4 Wir werden spdter sehen: Jeder Untervektorraum von K™
ldsst sich als Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems tber

K schreiben.

Definition 3.2.5 Sei V ein K-Vektorraum, sei I eine Index-Menge und sei
v; €V fiir allei € 1.
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(a) Eine ,,Linearkombination der Vektoren v; fir i € I“ ist ein Vektor, der
sich in der Form
Z T - Vi,

iel
schreiben ldsst, wobei die r; € K Skalare sind, die fast alle 0 sind. Sind
nicht alle r; = 0, so nennt man die Linearkombination nicht-trivial.

(b) Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren v; wird mit (v; | i €
Ik bezeichnet; man nennt dies die lineare Hiille (oder den Span oder
das Erzeugnis) der Vektoren v;. Andere Notationen dafiir: Ist A = {v; |
i € I}, so schreibt man auch (A)i statt (v; | € I)k; ist I ={1,...,n},
so schreibt man auch (vi,...,Un)K.

(¢) Gilt {(v; | i€ I)xk =V, so nennt man die Vektoren v; ein Erzeugenden-
system von V.

Satz 3.2.6 IstV ein K-Vektorraum und A C 'V eine beliebige Teilmenge. Dann
ist (AYk der kleinste Untervektorraum von V, der A enthalt. Mit ,kleinste
ist gemeint: Ist U C V ein beliebiger Untervektorraum, der A enthdlt, so ist
(A)g C V.

Korollar 3.2.7 Ist V ein K-Vektorraum, A CV und B C (A)g, so ist (AU
Byx = (A)k.

3.3 Lineare Unabhingigkeit

Sei weiterhin K ein Korper, und sei aufferdem V ein K-Vektorraum.

Definition 3.3.1 (a) Fine lineare Abhdngigkeit zwischen Vektorenvy, ..., v, €
V' ist eine nicht-triviale Linearkombination

n
E Ti* Vg,
i=1

die gleich 0 ist. (,Nicht-triviale Linearkombination® bedeutet: r; € K, und
mindestens eins der r; ist ungleich 0.) Existiert eine lineare Abhdngigkeit

zwischen den Vektoren vi,...,v,, so nennt man das Tupel (vi,...,v,)
linear abhdngig; sonst nennt man es linear unabhdngig. Man sagt
auch: ,Die Vektoren vy,...,v, sind linear abhingig“ (und meint damit

das Tupel als Ganzes).

(b) Auch fiir unendlich viele Vektoren v; € V' (fiir i aus einer Index-Menge I)
definiert man: Das Tupel (v;)ier ist linear abhdngig, wenn eine nicht-
triviale Linearkombination

ZT Vi

i€l
existiert, die gleich O ist.
Lemma 3.3.2 Seien vy,...,v, € V. Ist Z;;l riv; = 0 eine lineare Abhdngig-
keit mit v, # 0, s0 ist (v1,..., V) K = (V1. , Un_1)K-
Satz 3.3.3 Seienwvi,...,v,—1 € V linear unabhdingig und seiv,, € V\{vi,...,0n-1)K-
Dann sind auch vy, ...,v, linear unabhdingig.
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3.4 Basis und Dimension
Sei weiterhin K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

Definition 3.4.1 Fin Tupel (v;)icr von Vektoren v; € V' nennt man Basis von
V', wenn es linear unabhdingig ist und V' erzeugt.

Beispiel 3.4.2 In K™ bilden die Vektoren

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 , €2 = 0 yeeeyCn =
: : 0
0 0 1
eine Basis, die Standardbasis.
Satz 3.4.3 Seien vy,...,v, € V. Dann sind dquivalent:
(a) vy,...,vy ist eine Basis von V.
(b) v1,...,vy, ist ein minimales Erzeugendensystem von' V', d. h. (vy,...,vp) K =
V', aber fiir jedes i <n gilt: (V1,...,0;—1,Vi41,..., U)Kk £ V.
(¢) (v1,...,v,) ist ein mazimales linear unabhdingiges Tupel, d. h. (vi,...,vy)
ist linear unabhdngig, aber fiir jeden weiteren Vektor v,.1 € V ist das
Tupel (v1,...,Un41) linear abhingig.

(d) Jeder Vektorv € V ldsst sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation
der Vektoren v; schreiben, d. h. fiir jedes v € V' existiert genau ein Tupel
(r1,...,m) € K™, so dass >, riv; = v gilt.

Korollar 3.4.4 Ist V ein Vektorraum mit einem endlichen FErzeugendensy-
stem, so existiert eine Basis von V. Sind bereits linear unabhdngige Vektoren
v1,...,U, €V gegegen, so existiert sogar eine Basis von V, die vy,...,v, ent-
halt.

Bemerkung 3.4.5 FEs gilt sogar allgemeiner: Jeder Vektorraum besitzt eine
Basis. (Ohne Beweis.)

Lemma 3.4.6 Istvy,...,v, € V ein Erzeugendensystem von V und sind wy, . . .
V' beliebig mit m > n, so sind w1, ..., Wy, linear abhdngig.
Satz 3.4.7 Sind vy,...,v, und wq,...,w,, zwei Basen eines Vektorraums V,

so gilt n =m.

Bemerkung 3.4.8 Es gilt sogar allgemeiner: Sind (v;)icr und (w;)cs zwei
Basen eines Vektorraums V, so gilt #1 = #J.3

Definition 3.4.9 Die Dimension eines Vektorraums V ist die Kardinalitdt
einer beliebigen Basis von V; Notation dafir: dim V. Man nennt V endlich
dimensional, wenn dimV € N ist und unendlich dimensional sonst.

3Dies gilt auch im Sinne der unendlichen Kardinalititen aus der Fufnote zu Definition 1.2.6,
das heifst also hier: Es existiert eine Bijektion zwischen I und J.
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Satz 3.4.10 Sei V endlich-dimensional und sei U C V' ein Untervektorraum.
Dann ist dimU < dim V', und aus dimU = dimV folgt U = V.

3.5 Summen, Komplemente und Quotienten

Sei weiterhin K ein Kérper und sei V' jetzt ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.*

Definition 3.5.1 Sind U,U’ C V Untervektorraume, so setzen wir U + U’ :=
{u+u |uelUnd eU'}. (Man nennt U + U’ die Summe von U und U’ ).

Bemerkung 3.5.2 Sind U, U’ C V' Untervektorriume, so ist U + U’ = (U U
U') i ; insbesondere ist U + U’ ein Untervektorraum von V.

Definition 3.5.3 Sind U, U’ C V Untervektorriume mit U + U’ = V und
UNU' = {0}, so nennt man U’ ein Komplement von U (in V).

Satz 3.5.4 Ist U C V ein Untervektorraum und U’ C V ein Komplement von
U, so gilt dimU +dimU’ = dim V.

Satz 3.5.5 Zu jedem Untervektorraum U C 'V existiert ein Komplement U’.

Korollar 3.5.6 Fir beliebige Untervektorriume Uy, Us CV gilt:

Satz 3.5.7 Sei U C V ein Untervektorraum. Dann wird die Quotientengruppe
V/U (im Sinne von Satz 2.2.5) mit der folgenden Skalarmultiplikation zu einem
K -Vektorraum:

r-vIi=1T0.

Definition 3.5.8 Man nennt V/U einen Quotientenvektorraum. Die Aqui-
valenzklassen v = v + U C V nennt man auch Nebenklassen von U.

Satz 3.5.9 Ist U CV ein Untervektorraum und W ein Komplement von U, so
enthdlt W genau ein Element aus jeder Nebenklasse von U, so dass man V/U
mit W identifizieren kann. (Diese Identifikation ist mit der Vektoraddition und
der Skalarmultiplikation kompatibel.)

Korollar 3.5.10 Ist U C V ein Untervektorraum, so gilt dimV = dimU +
dim(V/U).
4Die Bedingung, dass V endlich-dimensional sein soll, ist nur dazu da, die Vorlesung etwas

einfacher zu machen; alle Definitionen und Satze in diesem Abschnitt funktionieren auch fiir
unendlich-dimensionale Vektorrdume. (Die Beweise sind aber z. T. komplizierter.)
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4 Lineare Abbildungen und Matritzen

4.1 Matrizen

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.1.1 Seien m,n € N natirliche Zahlen.

(a) Fine m x n-Matriz iber K ist ein m - n-Tupel A von Elementen aus K,
dessen FEintrage mit Paaren (i,7) fir 1 <i <m,1 < j < n indiziert sind.

Notation:
aix a2 -+ Qi
a1 Qg2 - Q2n
A= . ' .| = (aij)i<i<mi<i<n
Am1 Am2 e Amn

(Hierbei ist der Index ,ij“ eine Kurzschreibweise fir ,i,7“) Ist m =n, so
nennt man die Matriz quadratisch.

(b) Die Menge aller mxmn-Matrizen iber K wird mit K™*™ bezeichnet und auf
ibliche Weise als K-Vektorraum aufgefasst (d. h. mit komponentenweiser
Vektoraddition und Skalarmultiplikation). Die Matriz, deren Eintrdge alle
0 sind, heifst Nullmatriz (und wird wie Gblich selbst mit 0 bezeichnet).

Definition 4.1.2 Seien {,m,n € N.

(a) Ist A = (aij)ij € K™ und B = (bj)jx € K™ ", so definieren wir das
(Matriz-)Produkt A-B als diejenige Matriz (c;t)ix € K<™, die gegeben

ist durch
m
Cik — E aijbjk.
Jj=1

(Statt A - B schreibt man oft auch AB.)

(b) Wir identifizieren n-Tupel in K™ oft mit der entsprechenden Matriz in
K™ die nur aus einer Spalte besteht. Dadurch konnen wir eine Matric
A e K™*™ qgls Abbildung von K™ nach K™ auffassen, die v € K™ abbildet
auf das Matrizprodukt Av € K™.

Satz 4.1.3 Das Matrizprodukt entspricht der Verkniipfung der entsprechenden
Abbildungen: Ist A € K™ B € K™ ynd v € K", so gilt (AB)v = A(Bv).

Bemerkung 4.1.4 Die Spalten einer Matriz A € K™*™ sind genau die Bilder
der Standardbasisvektoren ey, ... e, € K™ (siche Beispiel 3.4.2).

Beispiel 4.1.5 Ist A = (a;5)i; € K™*" und b = (b;); € K™, so ldsst sich das
Gleichungssystem mit Koeffizientenmatriz

a;r a2 - G | by

azi Q22 - Q2pn bo
(Afp) = :

Am1 Am2 o Omn bm
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jetzt als eine einzige Gleichung in K™ schreiben, ndmlich Ax = b, wobei x als
eine Variable in K" aufgefasst wird.

Definition 4.1.6 Sei n € N. Die Einheitsmatrix I,, € K™*" ist die Matriz,
die der Identititsabbildung K™ — K™ entspricht:

0 .
0--0 1

Lemma 4.1.7 Fiir Matrizen A, A’ € K***, B, B' ¢ K™ und C € K™*"
qgilt:

(a) (AB)C = A(BC)

(b) I;A = A und Al, = A.

(¢) rA)B =7r(AB) und A(rB) =r(AB).

(d) (A+ A)B=AB+ A'B und A(B+ B') = AB+ AB’

Achtung: Das Analogon von Bemerkung 2.1.5 gilt nicht fiir Matrixmultiplikati-
on, d.h. aus AB = A'B folgt i. A. nicht A = A’ (fir Matrizen A, A’, B).

Bemerkung 4.1.8 Insbesondere gilt, fir A € K™ " v,v' € K™ und r € K:
A(w+v") = Av + Av' und A(rv) = r(Av).

Korollar 4.1.9 K"*™ ist mit der Matrizmultiplikation ein Ring; I, ist das
neutrale Element der Multiplikation.

4.2 Lineare Abbildungen

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.2.1 Seien V und W K-Vektorrdume.

(a) Eine Abbildung f: V — W heifit linear oder (Vektorraum-) Homo-
morphismus, wenn fir alle v,v' € V und alle r € K gilt:

flo+v)=f)+fO)  und  f(ro) =rf(v).

Die Menge aller Vektorraum-Homomorphismen von V' nach W wird mit
Hom(V, W) bezeichnet. (Manchmal schreibt man auch Homg (V,W).)

(b) Fine bijektive lineare Abbildung f € Hom(V, W) nennt man einen (Vek-
torraum-) Isomorphismus. Um auszudriicken, dass eine Abbildung f: V —
W ein Isomorphismus ist, schreiben wir auch f: V = W.

(¢c) Man sagt, ein K -Vektorraum ist V ist isomorph zu einem K -Vektorraum
W, wenn ein Isomorphismus f: V — W existiert. Statt ,V ist isomorph
zu W¥ sagt man auch ,V und W sind isomorph (zueinander)®. Notation
dafir: V= W.

Bemerkung 4.2.2 (a) Eine Abbildung f: V — W st linear genau dann,
wenn fir alle v,v" € V und alle r € K gilt: f(rv+v") =rf(v) + f(V).
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(b) Ist f linear, so gilt automatisch auch f(0) = 0.

Beispiel 4.2.3 Jede durch eine Matrix A € K™*™ gegebene Abbildung von K™
nach K™ ist linear.

Beispiel 4.2.4 (a) Ist V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektor-
raum, so ist die kanonische Abbildung V — V/U,v — 0 =v + U linear.
(b) Ist auflerdem W ein Komplement von U in V', so ist die Abbildung W —
V/U,w — w ein Isomorphismus (siehe Satz 3.5.9).

Beispiel 4.2.5 Ist V' ein K-Vektorraum und vq,...,v, eine Basis von V, so
st
a1 n
K'—=V ||~ Z a;v;
an i=1

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Satz 4.2.6 Seien U, V und W K-Vektorraume und seien f: U — V wund
g: V. — W lineare Abbildungen. Dann gilt:

(a) Die Verkniipfung go f: U — W ist auch eine lineare Abbildung.
(b) Ist f ein Isomorphismus, so ist auch die inverse Abbildung f~! eine lineare
Abbildung (und damit ein Isomorphismus).

Bemerkung: Ist f € Hom(V, W) ein Isomorphismus von Vektorrdumen, so lassen
sich mit f ,Eigenschaften zwischen V' und W iibertragen®.

Satz 4.2.7 SindV und W K -Vektorrdume, ist vy, ...,v, eine Basis von V und
sind wy, . . ., wy, beliebige Vektoren in W, so gibt es genau eine lineare Abbildung
[V =W, die v; auf w; abbildet fiir 1 <i <n.

Korollar 4.2.8 Die linearen Abbildungen von K™ nach K™ sind genau dieje-
nigen Abbildungen, die durch Matrizen A € K™*"™ gegeben sind. Wir haben also
eine Bijektion von K™*™ nach Hom(K"™, K™) (die einer Matriz die zugehdrige
Abbildung zuordnet).

Korollar 4.2.9 Sind V und W K -Vektorraume und U C V ein Untervektor-
raum, so ldsst sich jede lineare Abbildung U — W zu einer linearen Abbildung
V — W fortsetzen.

Definition 4.2.10 Der Kern ciner linearen Abbildung f € Hom(V, W) ist
ker f:={v eV | f(v) =0}

Satz 4.2.11 Seien V und W K-Vektorriume und f: V. — W eine lineare Ab-
bildung. Dann gilt:

(a) Der Kern ker f ist ein Untervektorraum von V.

(b) Das Bild im f ist ein Untervektorraum von W (vgl. Definition 1.3.7).

(¢) Firv, v €V gilt: f(v) = f(v') < v—2v" € ker f. Insbesondere ist f
injektiv genau dann, wenn ker f = {0} ist.
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4.3 Homomorphiesatz und Rang

Satz 4.3.1 (Homomorphiesatz) Sind V und W K-Vektorrdume und ist f €
Hom(V, W), so erhdlt man einen Isomorphismus

f:V/(ker f) = im f,7 — f(v).

Definition 4.3.2 (a) Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume. Der
Rang einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) ist

rk f := dim(im(f)) = dim(V/ ker(f)) = dim V' — dim ker(f).

(b) Der Rang tk A einer Matriz A € K™*™ ist der Rang der zugehdrigen
Abbildung K™ — K™.

Bemerkung 4.3.3 Sind V und W zwei endich-dimensionale K -Vektorraume
und ist f € Hom(V, W), so gilt:

(a) Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn vk f = dimV'; im Allge-
meinen gilt tk f < dim V.

(b) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn rk f = dim W; im Allge-
meinen gilt rk f < dimW.

Satz 4.3.4 Sind U,V und W endlich-dimensionale K - Vektorraume und U L>
V 25 W lineare Abbildungen, so gilt

tk(f) + rk(g) —dimV <rtk(g o f) < min{rk g,rk f}.

(Die erste Ungleichung nennt man Sylvesters Rang-Ungleichung.)

Satz 4.3.5 Fiir quadratische Matritzen A € K™*™ sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

(a) tkA=n

(b) FEs existiert eine Matrix B € K™*™ mit AB = I,,.

(¢) FEs emistiert eine Matrizc B € K™*™ mit BA = I,,.

(d) Die Abbildung A: K™ — K™ ist injektiv.

(e) Die Abbildung A: K™ — K™ ist surjektiv.
Wenn diese Bedingungen gelten, dann sind die Matrizen B aus (b) und (c)
eindeutig und entsprechen beide der Umkehrabbildung von A.

Definition 4.3.6 Sind die Bedingungen aus dem obigen Satz erfillt, so nennt
man A invertierbar. Die Matrix B nennt man dann das Inverse von A, und
man schreibt A~ dafiir.

Bemerkung 4.3.7 Ist A eine beliebige Matriz und S eine invertierbare (qua-
dratische) Matriz geeigneter Grifle, so ist tk A = rk(AS) bzw. tk A = rk(SA).

Bemerkung 4.3.8 Sind A, B € K™"*™ beide invertierbar, so ist auch AB in-
vertierbar, und es gilt (AB)™! = B~1A~L.
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4.4 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei weiterhin K ein Korper.

Satz 4.4.1 Fir jede Matriv A = (a;j)i; € K™*" sind die folgenden Zahlen
gleich:

(a) der Rang von A;
(b) der Spaltenrang von A, d.h. die Dimension des Erzeugnisses

ai,i a1,n

der Spalten von A;
(¢) der Zeilenrang von A, d. h. die Dimension des Erzeugnisses

<(a1,1a ce. 7a‘1,n)a ey (am,lv .- ;am,n)>K

der Zeilen von A.

Inbesondere ist die Dimension des Lésungsraums von Ax = 0 gleich n (Anzahl
der Variablen) minus der mazimalen Anzahl linear unabhingiger Zeilen von A.

Bemerkung 4.4.2 Jede Zeile eines Matriz-Produkts BA (fir A € K™*" B €
K®™) ist eine Linearkombination der Zeilen von A: Sind zy,. .., 2, € K"
die Zeilen von A und ist (b;1,...,bim) die i-te Zeile von B, so ist die i-te Zeile
von BA gleich

biiz1 + -+ bimZm.

Insbesondere: Ist L ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizientenmatriz (A |
b) und ist L' eine elementare Transformation von L, so ist die Koeffizienten-
matriz (A" | b') von L' gegeben durch A’ = EA und b = Eb fiir eine Matriz
E e Kmxm,

Definition 4.4.3 Die Matrizen E aus Bemerkung 4.4.2, die elementaren Trans-
formationen entsprechen, nennt man Elementarmatrizen, und EA nennt man
eine elementare Zeilentransformation von A. Die Elementarmatrizen sind
also die Matrizen E = (e;;);; mit:
(a) Gleichungen k und ¢ vertauschen (fir 1 <k, <m, k#{): e;; = 1 falls
i # k,l; e = eq = 1; alle anderen e;; sind 0;
(b) Gleichung k mit r € K* multiplizieren (1 < k <m): e; =1 falls i # k
e = 1; alle anderen e;; sind 0;
(¢) das r-fache von Gleichung k zu Gleichung € addieren (fir r € K und
1<k t<m,k#U!): e;=1;ey =r;ale anderen e;; sind 0.

Satz 4.4.4 Elementarmatrizen sind invertierbar, und das Inverse einer Ele-
mentarmatriz ist auch eine Elementarmatriz.
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Satz 4.4.5 (Gauft-Algorithmus; vgl. Satz 1.1.16) Zu jeder Matriz A exi-
stieren Elementarmatrizen Eq, ..., Ey, so dass das Produkt Ey --- E1 A die fol-
gende Form hat:

0---0 1 =% x* 0 % * 0 -0
0---0 00 0 1 =« * 0 -0
0---000 0 0O 0 1 :

Hierbei stehen die ,x“ fiir beliege Skalare.
Definition 4.4.6 Die obige Form von Matrizen nennt man Normalform.

Lemma 4.4.7 Fiir eine Matriz in Normalform gilt: Zeilenrang = (Spalten)rang
= Anzahl der Pivot-Elemente

Definition 4.4.8 Die Transponierte einer Matriz A = (a;j)1<i<mi1<j<n €

>J ST Lt >

Bemerkung 4.4.9 (a) Fir A e K™*" gilt: (AT)T = A

(b) Fiir A, B € K™*" gilt: (A+ B)T = AT + BT

(¢) Fiir Ae K™ und B € K™*" gilt: (AB)T = BT AT

(d) Eine Matriz A € K™*™ ist invertierbar genau dann, wenn AT invertierbar
ist, und ist dies der Fall, so gilt (AT)™t = (A~HT.

(e) Ist E € K™ eine Elementarmatriz, so ist auch ET eine Elementar-
matriz. Fir A € K™*" erhdlt man AE aus A durch eine elementare
Spaltentransformation, d. h. Tauschen von Spalten bzw. Multiplikation
einer Spalte mit r € K> bzw. Addition des r-fachen einer Spalte zu einer
anderen Spalte.

Satz 4.4.10 Ist A € K™, und wendet man auf die (erweiterte) Matriz (A |
I,) Zeilentransformationen so an, dass beim Ergebnis (A’ | B') die Matriz A’
in Normalform ist, so gilt:

(a) A ist invertierbar genau dann wenn A’ = I,,; insbesondere ldsst sich jede
invertierbare Matrixz als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.
(b) Ist A invertierbar, so ist B' = A~!.

5 Endomorphismen
Im ganzen Kapitel sei weiterhin K ein Korper.

Definition 5.0.1 Sei V ein K-Vektorraum.
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(a) Eine lineare Abbildung von V in sich selbst nennt man auch einen Endo-
morphismus von V. Man setzt End(V) := Hom(V, V).

(b) Die invertierbaren Endomorphismen von V bilden (mit der Verkettung von
Abbildungen) eine Gruppe; diese Gruppe wird mit Aut(V) (oder manch-
mal auch GL(V)) bezeichnet. Im Fall V.= K™ besteht Aut(V) aus den
invertierbaren Matrizen in K™*™, und man schreibt auch GL,,(K) dafir.

5.1 Determinanten

Satz 5.1.1 Sind v1,...,v, € K", so schreiben wir im Folgenden (v1 | --- |
vp) € K™ ™ fiir die Matriz mit den Spalten vy, ..., vp.

Es existiert genau eine Abbildung f: K™*™ — K, so dass fir alle vi,...,v, €
K™ gilt:

(a) f ist multilinear, d. h. fir alle j = 1,...,n ist die Abbildung
K" = Kwe f((or [ [vjma [w]vjea [ [ vn))

linear.
(b) f ist alternierend, d.h. falls j # k existieren mit v; = vi, dann ist

f((or]---[on)) = 0.
(¢) f ist normiert, d.h. f(I,) = 1.

Definition 5.1.2 Die Abbildung f aus Satz 5.1.1 wird mit det bezeichnet. Ist
A e K™ so nennt man det A die Determinante von A.

Lemma 5.1.3 Im Folgenden sei A € K™*" beliebig und E € K™*™ eine FEle-
mentarmatriz. Wir nehmen an, dass det: K™*™ — K eine Abbildung mit den
Eigenschaften aus Satz 5.1.1 ist. Dann gilt:
(a) det(AE) =det A-det E
(b)
—1 falls E zwei Spalten tauscht
detE =27 falls E eine Spalte mit r € K* multipliziert
1 falls E das r-fache einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert (r € K)

(c) Enthdlt A eine Spalte, die nur aus Oen besteht, so ist det A = 0.

Bemerkung 5.1.4 Aus dem Lemma ergibt sich eine Mdglichkeit, det A zu be-
rechnen:

(a) Forme A durch Spaltentransformationen zu einer Matrizc A’ = AE; - - Ej,
in transponierter Normalform um (fir Elementarmatrizen E;). Es folgt:
det A’ =det A-det B ---det Ey.

(b) Wenn A’ eine Nullspalte enthdlt, ist det A = det A’ = 0.

Wenn A’ keine Nullspalten enthdlt, ist A’ = I,,, und es folgt det A =
(det Ey - --det Ey) 1. Auferdem gibt Lemma 5.1.3 (b) an, was det E; ist.

Korollar 5.1.5 Seidet: K™*" — K eine Abbildung mit den Figenschaften aus
Satz 5.1.1. Dann gilt fir beliebige Matrizen A, B € K™*":
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(a) A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 ist. Ist dies der Fall, so
gilt det(A~1) = (det A)~ L.

(b) det AB = det A - det B.

(c) det A = det AT. Insbesondere gelten die Figenschaften aus Satz 5.1.1 und
Lemma 5.1.3 auch fiir Zeilen statt Spalten, und Determinanten kénnen
auch mit Zeilentransformationen berechnet werden.

Satz 5.1.6 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sein > 2 und sei A = (ai;)1<i j<n €
K™, Wir schreiben A, gy fiir die (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die man aus A

erhdlt, indem man die k-te Zeile und die {-te Spalte rausstreicht. Dann gilt fir

jedes £ < n:

det A = Z(—l)kJre - ap,e - det A(k’g).
k=1

(Man nennt diese Art, det A zu berechnen, die , Entwicklung nach der {-ten
Spalte®.)

Bemerkung 5.1.7 Dadet A = det AT, gilt auch die analoge Formel mit Zeilen
statt Spalten, d. h. fir jedes k < n gilt:

det A = Z(—l)k“ a0 det A g
=1

(Man nennt dies die ,, Entwicklung nach der k-ten Zeile®.)

Korollar 5.1.8 Die Determinanten von 2 x 2- bzw. 3 X 3-Matrizen lassen sich
wie folgt berechnen:

(a)

ai; a2
det = aj1022 — A12021
az1 Q22

(b) Regel von Sarrus:

a1l G2 013
det | ag1 a2 a23 | = ai1azas33 + ai2a23a31 + a13a21032
31 dz2 433 — (13022031 — Q11423032 — 412021033
Definition 5.1.9 Zwei Matrizen A, A’ € K™*™ heiffen dhnlich (zueinander),
wenn eine invertierbare Matriz S € GL,,(K) ezistiert mit A’ = SAS™L.

Bemerkung 5.1.10 Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Bemerkung 5.1.11 Seien V und W endlich-dimensionale K - Vektorraume und
sei f € Hom(V, W). Wir wihlen Isomorphismen a: K™ —V und 8: K™ — W.

(a) Wenn wir V und K™ mit Hilfe von o identifizieren und W und K™ mit
Hilfe von B, so ldsst sich f durch eine Matric A = (ai;);j € K™*™ be-
schreiben:

A=pB"1lofoa: K" - K™,
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(b) « bildet die Standardbasis von K™ auf eine Basis v, ...,v, von'V ab, und
B bildet die Standardbasis von K™ auf eine Basis w1, ..., w, von W ab.
Mit dieser Notation gilt, fir 1 < j <mn:

F;) =" aijw;
i=1

(¢) Wihlt man andere Isomorphismen o': K™ — V und 8': K™ — W, so
erhilt man eine (méglicherweise) andere Matriz A" = (8')"L o fod/, die
f beschreibt. Es gilt jedoch A" = SAT, fiir S = (8')"'op € GL,,(K) und
T=a"'od € GL,(K).

(d) Wendet man (c) auf den Fall V =W, f = «a und ' = o' an, so erhdlt
man: Die Matrizen A=a o foa und A’ = (/)" o foda sind dhnlich
zueinander.

Definition 5.1.12 Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f €
End(V) ein Endomorphismus, so definieren wir det f, indem wir einen Isomor-
phismus o: K™ — V wéhlen und det f := det A setzen fiir A=a lofoa €
KTLX’I'L'

Bemerkung 5.1.13 Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante. Ins-
besondere hingt det f in Definition 5.1.12 nicht von der Wahl von « ab.

Nachtrag: In einer Ubungsaufgabe wird noch gezeigt: Fiir Matrizen der Form

a1 a2 - Aip
0 ap - a2

A= )
0 0 apn

gilt: det A = a11a92 - * * Gpn-

5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.2.1 Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V') ein Endomorphis-
mus. Ein Skalar X € K heifit Eigenwert von f wenn es einen Vektor v e V\{0}
gibt mit f(v) = Av. In diesem Fall nennt man v einen Eigenvektor von [ zum
Eigenwert .

Satz 5.2.2 Ist A € K™ und x eine Variable, so ist xa(z) = det(zl, — A)
ein Polynom in x. Die Nullstellen von x4 sind genau die Figenwerte von A.

Definition 5.2.3 Das Polynom xa(z) := det(xl, — A) aus Satz 5.2.2 nennt
man das charakteristische Polynom® der Matriz A € K™<".

5Manche Autoren verwenden ein anderes Vorzeichen in der Definition des charakteristischen
Polynoms: x4 := det(A — z1ly).
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Bemerkung 5.2.4 Das charakteristische Polynom xa(x) einer Matriz A €
K™>"™ jst ein normiertes Polynom vom Grad n:

xa(@) =ag+ a1z + -+ ap_2"t + 2"

Auferdem ist ag = (—1)" - det A.

Bemerkung 5.2.5 Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Po-
lynom. Man kann deshalb fiir beliebige endlich-dimensionale Vektorraume V das
charakteristische Polynom x; eines Endomorphismus f € End(V') definie-
ren, indem man einen Isomorphismus a: K™ — V wdhit und x5 := xa setzt,
fir A = a=' o foa. Auch hier gilt: Die Nullstellen von x; sind genau die
Eigenwerte von f.

Definition 5.2.6 (a) Eine Matriz der Form

O . nxn
D) eK
0---0 A\,

fir A,...;\n € K heifit Diagonalmatriz (,mit Diagonaleintrdigen
ALy ooy Ané).

(b) Fine Matrix A € K™™ heifit diagonalisierbar, wenn sie zu einer Dia-
gonalmatriz dhnlich ist.

Satz 5.2.7 Eine Matrix A € K™*™ ist diagonalisierbar genau dann, wenn eine
Basis von K" aus Eigenvektoren von A existiert. Genauer:

(a) Ist STLAS eine Diagonalmatriz (fir S € GL,(K)), so bilden die Spalten
von S eine Basis von V aus Figenvektoren von A, und die zugehdrigen
Eigenwerte sind die entsprechenden Diagonaleintrige von S™'AS,

(b) Ist umgekehrt S € GL,(K) eine Matriz, deren Spalten eine Basis von
V' aus Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten \i,...,\, bilden, so ist
S~LAS eine Diagonalmatriz mit Diagonaleintrigen A1, ..., \,.

Bemerkung 5.2.8 Fiir Endomorphismen f eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V' erhdlt man: V' hat eine Basis aus Figenvektoren von f genau dann,
wenn ein Isomorphismus a: K™ — V existiert, so dass a~! o f o« eine Diago-
nalmatriz ist. Ist dies der Fall, so nennt man f diagonalisierbar

Ist A € K™*"™ so ldsst sich wie folgt bestimmen, ob A diagonalisierbar ist:

(a) Bestimme die Eigenwerte Aq,..., Ar von A (als Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms x4).

(b) Sei U; := ker(\;I,, — A); die Elemente von U; \ {0} sind genau die Eigen-
vektoren von A zum Eigenwert ;.

(¢) A ist diagonalisierbar genau dann, wennn Uy + - - - + Uy = K™ ist. Ist dies

der Fall, so lasst sich eine Basis vy,...,v, von K™ aus Eigenvektoren zu
A finden. Sei S die Matrix mit Spalten v1,...,v,. Dann ist ST'AS eine
Diagonalmatrix.
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6 Euklidische und unitare Vektorraume

In diesem ganzen Kapitel sei K entweder R oder C.

6.1 Skalarprodukte

Definition 6.1.1 Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fin Ska-
larprodukt auf V ist eine Abbildung V xV — K, (v,w) — (v, w), so dass fir
alle v,v',w,w’ € V und alle r € K folgendes gilt:

(a) (rv+v,w) =r{v,w) + V', w) und (v,rw+w') = Flv,w) + (v,w’) (Ses-
quilinearitdt im Fall K = C; Bilinearitdt im Fall K =R).

(b) (v,w) = (w,v) (Hermitezitdt im Fall K = C; Symmetrie im Fall K =
R)

(¢c) Istv #0, soist (v,v) eine reelle Zahl grifler als 0 (positive Definitheit).

Vorsicht: Die Notation (v, w) fiir das Skalarprodukt sieht (dummerweise) fast
genauso aus wie die Notation fiir das Erzeugnis von v und w (Definition 3.2.5).

Definition 6.1.2 Fin euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum zu-
sammen mit einem Skalarprodukt; ein unitdrer Vektorraum ist ein C-Vek-
torraum zusammen mit einem Skalarprodukt.

Definition 6.1.3 Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Die Norm
eines Vektors v € V' definiert durch ||v|| := \/{(v,v) € Rxq.

Beispiel 6.1.4 Wir fassen R™ als euklidischen Vektorraum und C" als unitdren
Vektorraum auf, indem wir das folgende Standard-Skalarprodukt verwenden:

ay b1
(1| :)=abi+ -+ ayby.
ap bn
Die Norm eines Vektors ist dann

ai
I [ 1= VIe+-- +aal

Qn

Satz 6.1.5 Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer K-Vektorraum, seien v,w € V'
und sei r € K. Dann gilt:
(@) ||[v|=0 <= v=0
(b) [[roll = |r[ - [|v]
() [{v,w)| < ||v|l - [lw]| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit
gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
() ||lv+w|| <|v| + ||lw|| (Dreiecksungleichung)

Definition 6.1.6 Sei A € K<™,
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(a) Wir schreiben A fiir die Matriz, die man aus A erhdlt, indem man alle
Eintrdige komplex konjugrert.

(b) Gilt AT = A, so nennt man A symmetrisch. Gilt AT = A, so nennt
man A hermitesch.

(¢) Fine hermitesche Matriz heif$t positiv definit, wenn fir alle v € K™\ {0}
gilt: v Av ist eine reelle Zahl gréfer als 0.

Satz 6.1.7 (a) Zu jedem Skalarprodukt {-,-) auf K" existiert genau eine Ma-
triz A € K"*", so dass
(v, w) = vT Aw
gilt.
(b) Eine Matriz A € K"*™ entspricht auf die obige Art einem Skalarprodukt
genau dann, wenn sie hermitesch und positiv definit ist.

6.2 Orthonormalbasen

In diesem gesamten Aschnitt sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitirer K-Vektorraum.

Definition 6.2.1 (a) Ein Vektor v € V heifit normiert’, wenn |jv|| = 1.
(b) Zwei Vektoren v,w € V heifien orthogonal (zueinander), wenn (v, w) = 0
ist. Man schreibt v L w.

Definition 6.2.2 Fine Orthonormalbasis von V ist eine Basis vy, ..., v, mit
folgenden Eigenschaften:

(a) wv; ist normiert fir alle i.
(b) v; Lw; fir alle i,j mit i # j.

Beispiel 6.2.3 Die Standardbasis von K" ist eine Orthonormalbasis.

Bemerkung 6.2.4 Sie vy,...,v, eine Orthonormalbasis von V, so gilt fiir be-
liebige Vektoren v =), a;v; und w =), bjv; (mit a;, by € K): (v,w) =Y, a;b;.

Satz 6.2.5 Sei vy,...,v, eine Orthonormalbasis von V und sei v € V. Dann
gilt v=">"" (v, v;)v;.

Satz 6.2.6 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) V besitzt eine Orthonor-
malbasis. Sind bereits vy, ...,vx € V gegeben, die normiert und paarweise or-
thogonal zueinander sind, so lassen sich v1,...,v; zu einer Orthonormalbasis
von V ergdinzen.

6Nicht verwechseln mit einem ,normierten Polynom®.
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6.3 Isometrien

In diesem gesamten Aschnitt sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitarer K-Vektorraum.

Definition 6.3.1 (a) Seien V und W endlich-dimensionale euklidische oder

unitire Vektorraume. Fin Isomorphismus f € Hom(V, W) heifit Isome-
trie, wenn fir alle v,v' € V gilt: (v,v"y = (f(v), f(V)).

(b) Ist W =V, so nennt man f auch eine orthogonale Transformation
(falls K = R) bzw. eine unitdre Transformation (falls K = C).

(¢) Man nennt eine Matriz A € K"*" orthogonal bzw. unitdr, wenn der ent-
sprechende Endomorphismus von K™ (mit dem Standard-Skalarprodukt)
eine orthogonale bzw. unitire Transformation ist.

Bemerkung 6.3.2 Die orthogonalen bzw. unitiren Matrizen bilden eine Un-
tergruppe von GL,, (K).

Korollar 6.3.3 Ist V ein n-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektor-
raum, so existiert ein Isomorphismus g: K" — V' (wobei K™ mit dem Standard-
Skalarprodukt versehen ist).

Satz 6.3.4 Fir eine Matrix A € K™*" sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal bzw. unitdr. )
(b) A ist invertierbar und es gilt AT = A1
(¢) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.

Satz 6.3.5 (Hauptachsentransformation) FEine Matriz A € K"*" ist sym-
metrisch bzw. hermitesch genau dann wenn alle Eigenwerte reell sind und eine
Orthonormalbasis aus FEigenvektoren existiert. Dies ist auch dquivalent dazu,
dass eine orthogonale bzw. unitire Matriz S € K"*" existiert, so dass ST AS
eine Diagonalmatriz mit reellen Eintrdgen ist.
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