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Aufgabe 1: Uberpriifen Sie die folgenden Abbildungen auf Linearitét:
(1) ¢1: R = R°, (z,y) = (v +y,2y, =3z — 3y)
(ii

)
)

(iif) @3: QT] = Q, f — f(2)
) ¥

R[T]<2 = R[T)<q, asT? + a1 T + ag — 2T + ay, wobei R[T]<, der Vektorraum aller
reellen Polynome f mit deg(f) < 2 ist.

(v) 05: C2 = CY, i (n = f(n) + f(-n))

po: T3 = T2, (2,y,2) = (4o —y, T+ 2+ 2)

(iv

Aufgabe 2

Sei V' ein Vektorraum und seien U; und U, Untervektorrdume von V. Dann gilt die Formel

nach Satz 12.3. Ist nun ein weiterer Untervektorraum Us gegeben, so konnte man auf die Idee
kommen, dass

— d1m(U1 N Ug) — dlm(U1 N Ug) — dlm(UQ N Ug)
+ dlm(U1 N U2 N Ug)

gelten sollte. Zeigen Sie, dass diese Formel im Allgemeinen nicht stimmt, indem Sie ein Gegen-
beispiel konstruieren.

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie jeweils, ob es keine, eine oder mehrere lineare Abbildungen f: R? — R? mit
den folgenden Eigenschaften gibt:

() f((3,=1)) =(0,2), f((2,0)) = (1,1)
(ii) f ist nicht injektiv und f((3,—1)) = (1,0)

(iii) f ist surjektiv und f({(1,z) | = € R}) ist einelementig
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(iv) f({(z*2%) |z €R}) = {(L,2) |z € R}
(v) £((2,2)) = (2,0), f((1,3)) = (1,1) und f((=1,-7)) # (-1,-3)

Aufgabe 4:

Seien V' und W Vektorraume iiber einem Korper K und sei zudem f: V — W eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie:

(i) Es gilt f(—v) = —f(v) fir allev € V.
(ii) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~ linear.

(iii) Ist V =W und ist fo f = f, so ist im(f) ein Komplement von ker(f).
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Fragenkatalog zu dem Abschnitt L12-L13 (nicht abzugeben):

e Welche Werte kann die Dimension eines Untervektorraumes U C V' annehmen, wenn V'
ein n-dimensionaler Vektorraum ist?

e Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraumes V. Wann ist dim(U) = dim(V')?
e Was besagt die Dimensionsformel fiir Summen von Untervektorrdumen?

e Was ist die direkte Summe U; & ... @ U, von Untervektorraumen Uy, ..., U, eines Vek-
torraumes V7

e Wie kann man direkte Summen von Untervektorrdumen charakterisieren?
e Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraumes V. Was ist ein Komplement von U?
e Existieren Komplemente stets?

e Sei V ein Vektorraum. Was ist der Quotientenvektorraum V/U von V' bzgl. eines Unter-
vektorraumes U?

e Wie kann man eine Basis eines Quotientenvektorraumes V/U finden?
e Was ist ist Dimension eines Quotientenvektorraumes V/U?

e Was ist eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen?

e Wohin bildet eine lineare Abbildung den Nullvektor ab?

e Was ist ein Monomorphismus zwischen zwei Vektorraumen?

e Was ist ein Epimorphismus zwischen zwei Vektorrdumen?

e Was ist ein Isomorphismus zwischen zwei Vektorraumen?

e Was ist ein Endomorphismus eines Vektorraumes?

e Was ist ein Automorphismus eines Vektorraumes?

e Wie gibt man eine lineare Abbildung vermége einer Basis des Definitionsbereiches an?
e Was ist der Kern einer linearen Abbildung?

e Welche Struktur besitzen das Bild und der Kern einer linearen Abbildung?
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Wie kann man die Injektivitét einer linearen Abbildung charakterisieren?
Was besagt der Rangsatz?
Was besagt der Isomorphiesatz/Homomorphiesatz?

Wie viele Vektorrdume einer festen endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphie? Wie
sehen diese aus?

Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektorréu-
men. In welchem Zusammenhang stehen die Injektivitat und die Surjektivitat von f mit
den Dimensionen von V' und W?

Welche Eigenschaften respektiert ein Isomorphismus von Vektorrdumen?

Ko6nnen Sie fiir alle obigen Begriffe konkrete Beispiele/Gegenbeispiele angeben?
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Einige generelle Tipps zur Bearbeitung von Ubungsblittern:

e Beginnen Sie moglichst frith damit, sich mit den Aufgaben auseinanderzusetzen

e Machen Sie sich die exakte Bedeutung der verwendeten Begriffe und Definitionen durch
Nachschlagen im Skript bewusst

e Manche Aufgaben konnen Sie (vermutlich) nur unter Zuhilfenahme von Resultaten aus
der Vorlesung losen, sodass Sie stets im Blick haben sollten, was Sie denn bereits iiber
gegebene Objekte wissen

e Selbst wenn Sie eine Definition oder eine Aussage kennen, hilft es, sich diese mit Beispielen
zu veranschaulichen

e Manche Aussagen lassen sich leichter per Widerspruchsbeweis oder per Kontraposition
zeigen; versuchen Sie also ruhig verschiedene Ansétze

e Lassen Sie sich nicht zu sehr frustrieren, wenn Sie nicht alles auf Anhieb 16sen kénnen

e Sprechen Sie mit Anderen iiber die Aufgaben (sowohl Kommilitonen, Korrektor*innen als
auch Ubungsgruppenleiter*innen bieten sich dort zum Beispiel an)

e Suchen Sie nicht nach (vollstdndigen) Losungen online (oder in Biichern etc.), da dies
nur Thr eigenes Verstandnis bremst (auch das Versuchen und Scheitern an Problemen ist
lehrreich, selbst wenn es erstmal nicht so scheint)

e Begriinden Sie Thre Antworten, aufer wenn explizit dabei steht, dass Sie es nicht tun
miissen

e Schreiben Sie Thre Losungen moglichst nicht als eine reine Folge von Symbolen auf, son-
dern verwenden Sie auch vollstédndige (deutsche oder englische) Sétze um Thre Gedanken
zu erklaren



