Dr. Blaise Boissonneau Universitat
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Prof. Immanuel Halupezok Lineare Algebra 1 — Blatt 11 th Heinich Heine

Bei der ersten Aufgabe erhalten Sie die Punkte nur, wenn die Losung mathematisch sauber aufgeschrieben ist. Bei den restlichen Aufgaben
erhalten Sie alle Punkte bereits fiir sinnvolles Bearbeiten.
Aufgabe 1 (4 Punkte fiir prizisen Aufschrieb):

Sei K ein Korper, seien V und W zwei endich-dimensionale K-Vektorrdume und sei f € Hom(V,W). Zeigen Sie: Es
existieren Basen (v;); und (w;); von V bzw. W, so dass die Matrix von f beziiglich dieser Basen die Form
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hat, wobei die Anzahl der len gleich rk f ist.

Hinweis: Fangen Sie damit an, eine Basis von ker f zu wahlen und diese zu einer Basis von V' zu ergénzen.

Aufgabe 2 (2414241 Punkte fiir sinnvolle Bearbeitung):
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(a) Bestimmen Sie das Bild im A, den Kern ker A und iiberpriifen Sie, dass beide Definitionen von rk A aus Definiti-
on 4.3.6 in diesem Beispiel iibereinstimmen.

(b) Wenn B € R3*3 eine Matrix mit rk B = 2 ist, was kann dann laut Sylvesters Rang-Ungleichung der Rang der
Verkniipfung B A sein?

(c) Geben Matrizen By, By € R3*? vom Rang 2 an, so dass By A den (laut (b)) minimal mdglichen Rang hat und
By A den (laut (b)) maximal moglichen Rang.

(d) Was ist der maximale Rang einer Matrix C' € R3*3, so dass CA = 0 ist? Geben Sie eine solche Matrix C an.

Aufgabe 3 (14141 Punkte fiir sinnvolle Bearbeitung):

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und f € Hom(V, W). Zeigen Sie (indem Sie rk f betrachten):
(a) Ist dimV = dim W, so ist f surjektiv genau dann wenn f injektiv ist.
(b) Ist dimV > dim W, so ist f nicht injektiv.
(c) Ist dimV < dim W, so ist f nicht surjektiv.

Aufgabe 4 (1+14141 Punkte fiir sinnvolle Bearbeitung):

Die vorige Aufgabe suggeriert, dass eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V in sich selbst genau dann injektiv
ist, wenn sie surjektiv ist. In dieser Aufgabe wollen wir sehen, dass dies im Allgemeinen falsch ist. (Es ist nur unter der
zusétzlichen Annahme wahr, dass V' endlich-dimensional ist.) Wir arbeiten im R-Vektorraum R[z] der Polynome iiber

(a) Geben Sie unendlich viele linear unabhéngige Elemente von R[z] an (um zu sehen, dass R[z] unendlich-dimensional
ist).

(b) Sei h: R[z] — R[z] die Abbildung, die ein Polynom f € R[z] auf seine Ableitung f’ abbildet. Zeigen Sie, dass h
linear ist. (Was genau ist dazu zu priifen?)

(c) Bestimmen den Kern von h. Ist h injektiv?

(d) Bestimmen Sie das Bild von h. Ist h surjektiv?

Aufgabe 5 (141+1 Punkte fiir sinnvolle Bearbeitung):

Zeigen Sie exemplarisch, dass Elementarmatrizen invertierbar sind, indem Sie fiir folgende Elementarmatrizen F; €
R**4 jeweils die inverse Matrix E ! angeben. (Begriinden Sie auch, warum die von Ihnen angegebene Matrix die Inverse
ist, z. B. durch nachrechnen.)

(a) E; ist die Matrix, die die 2. und 4. Zeile vertauscht.
(b) Es ist die Matrix, die die 3. Zeile mit 3 multipliziert.
(¢c) Ejs ist die Matrix, die das 3-fache der 4. Zeile zur 1. Zeile addiert.
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