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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1. Wir zeigen die folgende Aussage per Induktion auf n:

Wenn A =


a11 . . . . . . a1n

0
. . . ...

... . . . . . . ...
0 . . . 0 ann

 ∈ Kn×n ist, ist det(A) = a11 . . . ann.

Falls n = 1, haben wir det(a11) = a11.

Angenommen, dass die Aussage für eine n ⩾ 1 gilt. Sei A =


a11 . . . . . . a1,n+1

0
. . . ...

... . . . . . . ...
0 . . . 0 an+1,n+1

 ∈

Kn+1×n+1. Dann ist die Entwicklung nach der n+ 1-ten Zeile von A gleich

n∑
l=1

(−1)n+1+l0 det(An+1,l) + (−1)2(n+1)an+1,n+1 det(An+1,n+1) = an+1,n+1 det(An+1,n+1).

Aber An+1,n+1 =


a11 . . . . . . a1n

0
. . . ...

... . . . . . . ...
0 . . . 0 ann

 gilt, und per Induktion haben wir det(An+1,n+1) =

a11 . . . ann. Zuletzt gilt det(A) = a11 . . . annan+1,n+1.

Aufgabe 2.

a)

A−1 =

 3 −1
3

−2
3

1 1
3

−1
3

−2 1
3

2
3



b) A

 x
y
z

 =

 1
3
1

 ⇔

 x
y
z

 = A−1

 1
3
1

 =

 4
3
5
3

−1
3

.

c) detA = 3

d) detA−1 = 1
detA



Aufgabe 3.

a) Z.z: Für alle A,A′ ∈ Kℓ×n, alle B,B′ ∈ Kn×m und alle r, r′ ∈ K, gilt:

• (rA+ A′)B = r(AB) + A′B, und
• A(rB +B′) = r(AB) + AB′.

b) Lemma 4.1.8 (c) und (d).

Aufgabe 4.

a) Weil f multilinear ist, haben wir

f(

(
2
2

)
,

(
2
2

)
,

(
2
2

)
) = f(2

(
1
1

)
,

(
2
2

)
,

(
2
2

)
)

= 2f(

(
1
1

)
,

(
2
2

)
,

(
2
2

)
)

= 2f(

(
1
1

)
, 2

(
1
1

)
,

(
2
2

)
)

= 4f(

(
1
1

)
,

(
1
1

)
,

(
2
2

)
)

= 4f(

(
1
1

)
,

(
1
1

)
, 2

(
1
1

)
)

= 8f(

(
1
1

)
,

(
1
1

)
,

(
1
1

)
)

= 8.

b) Sei A = (S1|S2|S3) mit spalten Si ∈ K3, dann gilt rA = (rS1|rS2|rS3) und det(rA) =
det(rS1|rS2|rS3) = r3 detA.

Aufgabe 5.

• Falls r < 2 gibt es eine linear abhängigkeit zwischen die Spalten von A; d.h., d muss

0 sein. z.B A =

(
0 0
0 0

)
hat r = 0 und d = 0, und A =

(
0 0
0 1

)
hat r = 1 und d = 0.

• Falls r = 2 gibt es keine linear abhängigkeit zwischen die Spalten von A; d.h., d muss

̸= 0 sein. z.B A =

(
1 0
0 d

)
hat r = 2 und d beliebig (aber nicht 0).

Dann haben wir:{
(r, d) ∈ [0, 2]2

∣∣ ∃A ∈ R2×2, rkA = r, detA = d
}
= {(2, d) | d ∈ (0, 2]} ∪ {(0, 0), (1, 0)}


