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Aufgabe 1. Sei f € Klz|. Wir mochten zeigen, dass n € IN, by,...,b, € K und g € K|[z]
ohne Nullstelle existieren, mit f = [['_,(z —b;) - g.

e Wenn f keine Nullstelle hat, dann gilt das Korollar fiir f, mit n =0 und g = f.

e Wenn deg f = 0, dann ist f = agz’, mit ayp € K \ {0}. Aber dann hat f keine
Nullstelle und sind wir fertig.

e Angenommen, dass das Korollar gilt fiir alle f € K[z] mit deg f < deg f. Entweder
hat f keine Nullstelle, dann sind wir fertig, oder f hat eine Nullstelle, d.h., es gibt
b e K mit f(b) = 0. Aus Satz 2.3.12 folgt, dass f € K[z] existiert mit f = (z —b)- f.
Weil K ein Korper ist, gilt

deg f = deg(x — b) + deg f.

Damit gilt degf = deg f — deg(z — b) = deg f — 1 < deg f. Per Induktion gibt es
m e N, b,...,b € K und g € K[z] ohne Nullstelle mit

f=1]=-1b)-g

=1

Da f = (x—b)- f gilt das Korollar fiir f, mit n = m+1, (by,...,b,) = (¥,...,0,,b)
und g.

Wir moéchten nun zeigen, dass f maximal deg f viele verschiedene Nullstelle hat.

Wir schreiben f als [[;_,(z — b;) - g, mit g ohne Nullstelle. Sei b € K eine Nullstelle von
f, dann gilt

n

Fo) =JJ® =) g(b) =0.
i=1
Aber ein Produkt von Elementen eines Korpers ist gleich null gdw mindestens ein Term
null ist, d.h., es gilt (b—b; =0)V---V (b—0b, =0)V (g(b) = 0). Weil g keine Nullstelle
hat, gilt (b = by) V-V (b = b,). Das bedeutet, dass die Nullstellen von f genau die b;
sind, und f hat maximal n Nullstellen.

Wir zeigen nun das n < deg f. Weil K ein Korper ist, gilt:

deg f = deg(x — by) + - - - + deg(x — b,) + degg = n + deg g.
g hat keine Nullstelle, insbesondere, deg g # —oo, und daraus folgt deg f = n+degg > n.

Aufgabe 2. 3z +2y =4 2y =4 —3z. Modulo 5 gilt 3-2 =1, und 2y =4 - 3z &
3-2y=3-4—-3-3r & y=12—-9z < y =2+ x. Die Gleichung hat 5 Losungen:

0,2),(1,3),(2,4),(3,0),(4,1).



Aufgabe 3. Wir schauen die Koeffizientmatrix von L an. Wenn die j-te Spalte kein
pivot-Eintrag enthalt, dann kann z; beliebig in IF, gewahlen werden, d.h., es gibt p viele
Méglichkeiten fiir die Werte von x;. Wenn die j-te Spalte ein pivot-Eintrag enthalt, dann
gibt es nur 1 Moglichkeit fiir x;.

Sei m die Anzahl der Spalten, die pivot-Eintrége enthalten. Dann gibt es p™ Moglichkeiten
fiir eine Losung von L.

Aufgabe 4.

a) Nein: wenn deg f = 1 gilt, ist f = ax+bmit a,b € R und a # 0. Aber dann f(g) =0
und f hat eine Nullstelle in R. Dann kann x? + 3 nicht als f - g geschrieben werden,
weil es keine Nullstelle in R hat.

b) Ja: 2243 = (v — iv3)(x +iV3).

Aufgabe 5.

a) Modulo 5 gilt 02 =0, 12 =1, 22 =4, 32 = (—-2)? = 4 und 4% = (—1)? = 1. Also hat
2% — 3 keine Nullstelle in Fs.

b) Modulo 6 gilt 02 =0,12=1,22=4,32 =3, 42 = (—=2)2 =4 und 52 = (—1)% = 1.
Also hat 22 — x vier Nullstellen.

Aufgabe 6.
a) Damit K ein Unterring von R ist, reicht es, dass:

i) (K,+) eine Untergruppe von (R, +) ist, d.h., 0 € K und K ist abgeschlossen
unter + und — ist;

ii) K abgeschlossen unter - ist,
iii) und 1 € K liegt.

0=0+0v2und 1 =1+ 0v?2 liegen in K. Seien nun a + bv/2 und ¢’ +¥'v2 € K.
Dann liegen —a —bv/2 und a+bv/2+ad' +Vv/2 = (a+a’) + (b+V)v/2 in K. Auch gilt
(a+bv2)-(d' +V'V2) = ad' +ab/ /24 a'by/2+ 200 = (aa’ +2bV) + (al/ +a'b)V2 € K.

b) Damit K ein Unterkérper von R ist, fehlt nur, dass K abgeschlossen unter ~! ist.

Sei a +bv2 € K \ {0}. Es gilt:

1 B a— b2 _a—b\/ﬁ_ a n —b NG
a+bv/2  (a+b/2)(a—bVv2) a®>—20>  a?—20  a® - 2b?

dh., (a+b/2) P €K,

¢) Wir bringen die Koeffizientmatrix von L in Normalform durch elementare Trasnfor-
mationen iiber K. Das ist moglich, weil K ein Korper ist, und die neue Koeffizienten
liegen auch in K. Weil L eine Losung in R hat, gibt es dann keine Zeile der Form
(0,...,0 | b) mit b # 0. Aber dann sagt Bemerkung 1.1.15, dass eine Losung in K
existiert.

(a+bv2)™! =



