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Aufgabe 1.

Wir miissen zeigen, dass (V' x W, +) eine abelsche Gruppe ist, dass V' x W abgeschlossen
unter - ist, und dass fiir alle r, s € K und alle (v, w), (Vw') € V- x W gilt:

e Weil V und W Vektorrdume sind, sind (V,+) und (W, +) abelsche Gruppen, und
(V x W, +) ist auch eine abelsche Gruppe (siehe Blatt 4, Aufgabe 7).

e Seien r € K und (v,w) € V x W. Weil V ein Vektorraum ist, liegt r - v € V'; analog
liegt r - w € W. Dann liegt r - (v,w) = (r-v,r-w) € V. x W.

e Seien r € K und (v, w), (v,w') € V x W. Per Definition gilt r - ((v,w) + (v, w")) =
r-(v+dw+w)=(r-(v+0),r (w+w)). Aber weil V ein Vektorraum ist, gilt
r-(v+v)=r-v+r-v, und analog gilt r - (w +w') = r - w+ r - w'. Dann gilt
(r-(v+v)r-(w+w))=@-v+r-v,r-w+r-uw).

Aufserdem gilt r- (v, w)+r- (v, w'") = (r-v,r-w)+ (v, rw) = (ro+ro, rwtraw’).
Am Ende haben wir r - ((v,w) 4+ (v, w')) = r - (v,w) + 7 - (Vw'), d.h., [a)] gilt.

e Seien r,s € K und (v,w) € V x W. Dann gilt b)}
(r+s)-(v,w) (r+s)-v,(r+s) w)
revtSs-urowt S w)
=(r-v,r-w)+(s-v,s w)
r(v,w)+ s (v,w).

=
=

e Seien r,s € K und (v,w) € V x W. Dann gilt [c)}

(r-s)-(v,w)

((r-s)-v,(r-s)-w))
(r-(s-v),r-(s-w))
r-(s-v,s-w)
r (s (v,w)).

e Sei (v,w) € V x W. Dann gilt 1 (v,w) = (1-v,1-w) = (v,w), d.h.,[d) gilt.



Aufgabe 2.

a) Q? ist kein Untervektorraum, weil es nicht abgeschlossen unter Skalarmultiplikation
ist. Z.B. v/2-(0,1) ¢ Q2.

b) A= {(z,z?) | z € R} ist kein Untervektorraum, weil es nicht abgeschlossen unter +
ist. Z.B. (1,1) + (1,1) ¢ A.

c) R? ist ein Untervektorraum von R2.

d) B = {(z,y) € R? | 3z + 2y = 0} ist ein Untervektorraum von R?, weil es die
Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungsystems ist.

Aufgabe 3.

a) Ja: seien A C B C V, und sei z € (A)k. Per Definition lasst sich x schreiben als
=" ri-v;mitr,...,r, € K und vy,...,v, € A. Aber seit A C B, gilt auch
U1, ..., 0, € By und z liegt in (B) g, d.h., (A)x C (B)k.

b) Nein: seien V = R? (iiber K = R), A = {(1,1)} und B = {(1,1),(2,2)}. Dann
(Ak = (B)x = {(z,2) | v € R},

c¢) Nein: seien B C V belibig und A := (B) k. Dann (A)x = A.

d) Ja: Sei A C V mit A = (A)g. Da (A)x ein Untervektorraum ist, ist auch A ein
Untervektorraum.

Sei nun A C V ein Untervektorraum. Da (A) g der kleinste Unvektorraum ist, der
A enthélt, und da A C A, gilt (A)x C A. Natiirlich gilt auch A C (A)g, d.h.,
A= (A)g.

Aufgabe 4. Sei V' ein Vektorraum iiber ein Kérper K. Sei r € K. Per Definition gilt
04+0=01in V, und r - 0 besitzt ein Inverses v € V', d.h., r - 0 + v = 0. Daraus folgt:

O=r-04+v=r-0+0)+v=>r-0+7r-0)+v=r-0+(r-0+v)=r-0+0=r-0.

Aufgabe 5.

a) Per Definition ist U = {av; + bvg + cv3 | a,b,c € R} = {(_a(;fb) a,b,c e ]R}.

—b—c
b) Es gilt v3 = vy + vy, oder vy + v — vz = 0.
c¢) In die lineare Abhangigkeit ,,v; + vo — v3 = 0“ ist keiner der Koeffizienten null. Aus

Lem. 3.3.2 folgt, dass wir sowohl v; als auch vy als auch vz weglassen konnen und
auch U als Erzeugnis erhalten.



Aufgabe 6.

a) Seien r # 71" € K und v € V. Dann r — 1’ # 0, und weil K ein Korper ist, existiert
(r—r)"t'e K. Wenn (r —7')-v=0,dann (r—")"'-((r—o")-v)=(r—7)"1-0=0
(aus Auf. 4). Aber (r —7") "1 ((r—7")-v)=((r—r) - ((r—7))-v=v,dh,v=0
gilt, oder wenn v = 0, dann r - v # ' - v.

b) Wenn v = 0, dann U = {0} hat genau ein Element. Wenn v # 0, dann U =

{0,v,...,(p— 1)v}. Diese Elemente sind paarweise verschiedene aus Teil a), daraus
folgt #U = p.

c¢) (vi,...,v)r, hat p™ viele Elemente, mit 0 < m < n. Wir konnen das zeigen per
Induktion tiber n: fiir n = 1, das Ergebnis gilt aus b). Angenommen, dass fiir alle
Wi, ..., Wy € V ein m € N gibt, mit (wy, ..., wyp—1)p, =p™ und 0 < m < n — 1.
Seien vy,...,v, € V.
Wenn vy, ...,v, lineare unabhingig sind, dann enthélt (vy,...,v,) die Elemente

S aiv; mit (a;)1<i<n € 7. Diese Elemente sind paarweise verschiedene, weil wenn
Sor L av; = Yo akv gilt fur (a;)1<icn # (a))1<i<n, gilt auch > (a; — a})v; = 0
und das ist eine lineare Abhéngigkeit. Am Ende gilt #(vy, ..., v,)r, = #F) = p™.
Wenn nun vy, ..., v, lineare abhéngig sind, dann gibt es wy,...w,_1 € {vy,...,v,}
mit (w1, ..., Wn—1)w, = (V1,...,V)r,. Dann gilt per Induktion #(wy, ..., wp_1)r, =
p™ und wir sind fertig.



