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Aufgabe 1.
a) Seien vy,---v, € V linear abhéngig, dann existiert (ai,...,a,) € K™\ {(0,...,0)}
a1
mit > a;v; = 0. Wir nennen w = | : |, dann gilt Aw = """ a;u; = 0, und
Qn,
0 0
natirlich A| : | = | : |, d.h., w+— Aw ist nicht injektiv.
0 0
Seien nun vy, ---v, linear unabhéingig, und seien wq,w, € K™ mit Aw; = Aws.
ax
Dann gilt A(w; — wy) = 0. Wir schreiben w; — wy = | mit a1,...,a, € K.
G,
Dann gilt A(w; —ws) = >, a;v; = 0. Aber vy, - - v, sind linear unabhéngig, da
(a1,...,a,) =(0,...,0) und w; = we, d.h., w — Aw ist injektiv.

b) Sei f: K™ — K™ die Abbildung definiert durch f(w) = Aw.

Bem. 4.1.5 besagt, dass im(f) = (v1, ..., v,)k, und daraus folgt, dass f surjektiv ist
gdw. (vq,...,v,)k = K™ gilt.

Aus ,(a)“ foglt dann, dass f bijektiv ist gdw. f injektiv und surjektiv ist gdw. vy, ..., v,

linear unabhéngig sind und (vy, ..., v,) gk = K™ gilt, d.h., vy, ..., v, bilden eine Basis
von K.
Aufgabe 2.
a) Die Produkte AC', BA, und BB sind definiert, die anderen nicht.
b)
7 -1 -1 0 -2 0
AC = (3) BA= (2 ; 0) BB - (0 _2)
a
c) A definiert eine Abbildung von R? nach R?. Seiv= | b | € R? mit Av = 0:
c
a+b+c 0
ao= ("2 = )
a
Daraus folgt Av =0 gdw. da € R mit v = | —a

0



Aufgabe 3.

Aufgabe 4.

a) f1(2 G)) = 4 aber 2f1(G)) =2, d.h., f; ist nicht linear.

b) f2(<8>) _ G) ” (8) d.h., fy ist nicht lincar.

-1
c) fs3 ist linear, weil f3(v) = Av mit A =

o = O

1
0

Aufgabe 5.

a) Ja: Sei v € V, dann f(—v) = f((—=1)-v) = (1) - f(v) = —f(v).

) =
b) Seien V = R? und W = R, und sei f: V — W, Z — a. Dann schickt f alle

VRS
~__

Vektoren der Form (2) nach 0, aber f( (é)) = 1.

c) Seien V # {0} und W = {0}. Seien vy, ..., v, € V linear unabhéngigund f: V. — W
linear, dann f(v;) = 0 fiir alle 7 und die sind linear abhéngig.

Aufgabe 6.
a)
-1 1
A=1[0 1
1 1
1 0 N
b) Seien v} = (O) und v} = (1> Dann kénnen wir w) := f(v}) = [ 0 | und
1
1
wh = f(vh) = [ 1] setzen.
1

Es gibt genau eine lineare Abbildung, die (vq,v2) nach (w;,ws) schickt — nédmlich,
f — und genau eine lineare Abbildung, die (v}, v5) nach (w},w}) schickt — ndmlich,
auch f. Das ist kein Widerspruch, weil {vy,vo} # {v],v5}.



