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Aufgabe 1.

a) Seien ¢g;: A — B sodass g1(a) = 5 gilt fiir alle a € A und ¢go: A — B sodass
g1(a) = 6 gilt fiir alle @ € A. Dann ist hg o g;(a) = 10 fiir alle a € A, daraus folgt,
dass hg o g1 = hg o go ist.

b) Seien h € Abb(B,(C') und g € Abb(A, B). Dann gilt ho g(A) = h(g(A4)) C h(B) und
#h(B) < #B = 3 ist. Sei nun f € Abb(A, C) definiert durch f(a) = a + 10. Dann
gilt #f(A) =4 und f kann nicht als h o g geschrieben werden.

c) Weil f nicht injektiv ist, existieren aj,as € A mit a; # as aber f(ay) = f(as).
Seien nun ag,ay € A sodass A = {ay, as, as,as}. Wir definieren g € Abb(A, B) mit
g(a1) = glaz) =5, glag) = 6 und g(ay) = 7, und h € Abb(B,C) mit h(5) = f(ay),
h(6) = f(as) und h(?) f(a4). Daraus folgt, dass f = hog.

d) i) « ist nicht injektiv, weil a(gy, ho) = a(ga, ho) fiir hg, g1, go wie in (a).
ii) « ist nicht surjektiv, weil die Abbildung f aus (b) nicht in im(«) liegt.

Aufgabe 2.

a) Seien P, Q) € R[z] und r € R. Wir wollen zeigen, dass g(rP + Q) = rg(P) + g(Q).

Sei a € R. Wir haben (rP+Q)(a) = rP(a)+ @(a). Insbesondere gilt diese Gleichung
flir a = 1, a = 2 oder a = 3. Daraus folgt, dass ¢ linear ist.

b) Wir wollen zeigen, dass g(1), g(z) und g(x?) linear unabhingig sind.
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Wir haben g(1) = | 1 |,g9(x)=1[ 2 | und g(2*)= | 4 |. Seien a,b,c € R mit
1 3 9

ag(1) + bg(z) + cg(x?) = 0. Dann (a, b, ¢) ist eine Losung der folgende LGS:

+ b+ ¢ =0
+ 2b + 3¢ = 0
+ 4 + 9¢ = 0
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Aus die erste Gleichung folgt @ = —b— c¢. Dann die zweite Gleichung wird b+ 2¢ = 0,
oder b = —2c¢. Die dritte Gleichung wird nun 2¢ = 0, da ¢ =0, b = —2¢ = 0 und
a = —b—c=0. D.h., alle Koeffizient in meine linear Kombination miissen null sein,
und das bedeutet, dass ¢(1), g(x) und g(z?) linear unabhingig sind.

Alternativlosung: wir wollen zeigen, dass e, es und ez in im g liegen.



2)(z — 3) € Rlz]. Dann ist Pi(1) = 1, Pi(2) = 0 and P;(3) = 0,

1
d.h., g(P) = ( 0 | = e;. Analog definieren wir P, = —(z — 1)(z — 3) und P; =
0

(o = 1) — 2), und wir haben g(Py) = e3 und g(P) = es

Weil g linear ist, muss im g ein Untervektorraum von R? sein, also (g(P;), g(P), g(P3))r C
im g, aber (g(P), g(Ps), g(Ps))r = (e1, €9, e3)r = R3, d.h., im g = R3 und g surjektiv
ist.

c¢) Die Polynomen 1, z, 22 und 2? sind linear unabhiingig in R[z]. Weil dimim g = 3,
miissen die vier Vektoren g(1), g(z), g(z*) und g(2*) linear abhingig sein, d.h., es
existieren ag, ai, as,as € R, nicht alle null, sodass Zg’:o a;g(z') = 0. Aber dann ist
g3 jair’) =0, dh., 322 aa’ € kerg und g ist nicht injektiv.

d) fo=(x—1)(x—2)(xz—3) ist so, dass fo(1) = 0ist, fy(2) = 0 ist, und f(3) = 0 ist.

0

Db, g(fo) = | ©
0

Aufgabe 3.
a) Wir wollen zeigen, dass ey, e; und ez in (v, va, v3, v4)gs liegen. Wir haben e; = vy.
4 0
Wir haben auch v; +v3 = | 4 |, dann %(vl +uwv3)—vg=| 1 |, und v3 — 3vy —
4 1
0 0
((v1 +wvs) —vg) = [ 1 | = eo. Zuletzt 3(v; —vg —2e2) = | 1 | = e3 und wir
0 0

sind fertig.

Alternativlosungen existieren, z.B., wir konnen zeigen, dass vq, v3, v4 linear unabhén-
gig sind.

b) Weil 2v; = vy, kénnen wir entweder v; oder v, aus dieser Menge weglassen, und die
anderen Vektoren erzeugen noch R?, d.h., {vy, v, v4} und {vy, v3,v,} sind Basen von
R3.

Andere Teilmengen von {vy,vs,v3,v4} konnen keine Basis von R? sein, da eine Basis
aus drei Vektoren bestehen muss aber von den Vektoren v; und v, nur einer dabei
sein kann.

c¢) Nein, weil v; und v, linear abhéngig sind.
d) Ja, weil vy und v3 linear unabhéngig sind.

e) Weil v}, v}, v linear abhéngig sind, existeren aj,as,a3 € K, nicht alle null, mit
a1v] + agvy + azvy = 0. Wenn a3 = 0 ist, dann gibt es eine nicht-triviale lineare
Abhéngigkeit zwischen v} und v}, und das kann nicht sein aus Annahme (iii). Also
az # 0 und vy = (a3 a;)v; + (a3 ag)ve, d.h., vh € V), vh)R.

Analog haben wir v} € (v}, v5)r. Also hat (v}, v}, v5, v))r = (v}, v5)r Dimension 2
und kann nicht gleich ganz K? sein.



Aufgabe 4.

a) Die zwei erste Spalten von A sind linear unabhéngig aber die dritte ist null. Demnach

ist rk(A) = 2.
x x x x 0
b) Wirhaben A [ y | = 2z und A 2z =\| 2¢ |.ZB, [ 1
z 3z + 3y 3z + 3y 9x 1
0
ker(A?) aber [ 1 | ¢ ker(A).
1
0
c) Sei v € ker(B). Per Definition gilt Bv = | 0 |. Aber dann gilt auch B*v =
0
0 0
B(Bv)=B| 0 | =[ 0 |, dh, v € ker(B?).
0 0

d) In diesem Fall gilt ker(B) C ker(B?), und daraus folgt dim(ker(B)) < dim(ker(B?)).
Weil rk(B) = 3—dim(ker(B)) ist und rk(B?) = 3—dim(ker(B?)), haben wir rk(B) =
3 — dim(ker(B)) > 3 — dim(ker(B?)) = rk(B?).

e) Aus (c) folgt dass tk(B) > rk(B?). Wenn rk(B) = 0 ist, muss B die Nullmatrix sein,
und damit auch B?, d.h., rk(B?) = 0 = rk(B). Wenn rk(B) = 1 ist, muss rk(B?) <
rk(B) sein, und es gibt nur zwei Moglichkeiten: entweder rk(B?) = 1 = rk(B) oder
rk(B?) = 0 = rk(B) — 1. Wenn rk(B) = 3 ist, ist B invertierbar, dann ist auch B?
invertierbar, und rk(B?) = 3 = rk(B).

Es bleibt der Fall rk(B) = 2. Dann miissen wir zeigen, dass rk(B?) # 0 ist. Weil
rk(B) = dim(im(B)) = 2, kénnen wir zwei Vektoren wy,wsy € im(B) linear unab-
hiingig finden. Dann existieren vy,vo € R® mit Bv; = w;. Weil dim(ker(B)) = 1,
konnen zwei linear unabhéngige Vektoren nicht beide in ker(B) liegen, insbesondere,
entweder w; ¢ ker(B) oder wy ¢ ker(B). Aber dann ist entweder Bw; = B%v; # 0
oder Bwy = B%vy # 0 und B? kann nicht null sein, d.h., rk(B?) # 0.

Alternativlosung fiir der Fall rk(B) = 2: Wir wenden Sylversters Rangungleichung
an auf die Abbildung B: R® — R?, verkniipft mit sich selbst: Dies liefert rk(B) +
tk(B) — 3 < 1k(B?), also tk(B?*) >2+2—-3 > 1.

Aufgabe 5.
5 0 0
a) A=[5 0 10
0 0 10
b) Nein: fiir eine beliebige solche Matrix A" gilt A'(vy+wvy) = A'vy + A'vg = v+ 100y =
5 A
15 |, aber fiir alle A € R gilt A(v; +v9) = | 2\ |. Weil 10 # 5, ist v; + v5 kein
10 A

Eigenvektor von A’.

c) Fir alle solche Matrizen A’ und alle Skalarprodukte, gilt (A'vy, A've) = (bvy, 10v9) =
50(vy, va).



d) Wir haben Cv; = Av; und Cvy = Ay, fiir ein A € R. Dann gilt C(vy + v9) =
Avy + Avg = A(v1 +v2), und vy +v9 # 0 da vy # —vg; d.h., v; + vy ist ein Eigenvektor
von C' mit Eigenwert .



