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Lineare Algebra I

Mi 9.10.

1 Mathematische Grundbegriffe

1.1 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie man sdmtliche Losungen eines linearen Gleichungssy-
stems bestimmen kann. Wir arbeiten dabei etwas informell mit reellen Zahlen, wie Sie sie aus der
Schule kennen. Wir werden das spéter als Motivation verwenden, um prézise zu verstehen, was wir
iiberhaupt ,,Zahl“ nennen wollen.

Definition 1.1.1 (unprézise) (a) Die natiirlichen Zahlen sind0,1,2,3,...."
Die Menge aller natirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet, d. h. statt ,x ist
eine natirliche Zahl“ schreiben wir auch ,x € N

(b) Die ganzen Zahlen sind ...,—2,—1,0,1,2,.... Die Menge der ganzen Zah-
len wird mit 7 bezeichnet.

(c) Eine rationale Zahl ist eine Zahl, die sich als Bruch § schreiben ldsst, wobei
a eine beliebige ganze Zahl ist und b eine ganze Zahl ungleich 0. Die Menge
der rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

(d) (Reelle Zahlen werden in der Analysis-Vorlesung definiert.) Die Menge der

reellen Zahlen wird mit R bezeichnet.

Konvention 1.1.2 Fine Variable ist ein Symbol, das fiir ein mathematisches Ob-
jekt (ihr Wert) stehen kann. Als Symbol werden meist Buchstaben verwendet, z. T.
mit ,,Dekorationen® (z. B. d', a, a, a, ... ). Kommt das gleiche Symbol mit verschie-
denen Dekorationen vor, so sind dies verschiedene Variablen. Ist der Wert einer
Variablen festgelegt, so nennt man sie oft auch eine Konstante.

Konvention 1.1.3 Symbole kénnen auflerdem ein oder mehrere mathematische
Objekte als Indizes erhalten (z. B. a1,as2,a78). Das gleiche Symbol mit verschie-
denen Indizes sind verschiedene Variablen.

Definition 1.1.4 Sein > 1 eine natirliche Zahl und seien aq,...,a, undb reelle
Zahlen. Finen Ausdruck der Form

a1x1+ -+ anz, =b

(wobei x1, . . ., x, Variablen sind), nennt man eine lineare Gleichung (inx1,...,x,).
Mo 14.10.

Definition 1.1.5 (a) Sind a; und as beliebige mathematische Objekte, so schreibt
man (a1,az) fir das (geordnete) Paar bestehend aus a; und ay. Man nennt

1Es besteht unter Mathematikern keine Einigkeit dariiber, ob 0 als natiirliche Zahl bezeichnet
wird oder nicht. In dieser Vorlesung ist 0 eine natiirliche Zahl.



a1 und as die Eintrdge (oder Komponenten) des Tupels (a1, as2). Zwei Paa-
re (a1, a2) und (b1, be) werden als gleich angesehen (als Formel: ,(ay,a2) =
(b1,b2)%), wenn die entsprechenden Fintrige gleich sind, also wenn sowohl
a1 = by als auch ags = by ist.

(b) Analog definiert man Tripel (a1, az,as), Quadrupel (ay,as,as,asq), etc., und
allgemeiner n-Tupel (a1, ..., a,) fir beliebige n > 1.

(c) Die Menge der n-Tupel, deren Eintrige alle aus einer gegebenen Menge M
stammen, wird mit M™ bezeichnet.

Definition 1.1.6 Fine Losung einer linearen Gleichung
a1+ -+ apr, =0
ist ein n-Tupel (c1,...,¢,) € R™, so dass
aici + -+ anc, =0
gilt.
Lemma 1.1.7 (a) Sei L := ,a121 + - - + anz, = b“ eine lineare Gleichung, sei

r € R, und sei ¢ € R" eine Lisung von L. Dann ist ¢ auch eine Lésung des
r-fachen von der Gleichung L, also der linearen Gleichung

(rai)xy + -+ (ray)z, =1b

(b) Wir nehmen nun auferdem an, dass L' := ,alz1 + -+ + al,x, = b'“ eine
weitere lineare Gleichung ist und dass ¢ auch eine Losung von L' ist. Dann
ist ¢ auch eine Losung der Summe von L und L', also der linearen Gleichung

s(a1 +a)zy + -+ (an +al,)z, = (b+ V)%

Definition 1.1.8 Seien m > 1 und n > 1 natirliche Zahlen. Ein lineares Glei-
chungssystem in einem Variablentupel x = (x4, ..., xy) ist ein Tupel L = (L1, ..., L),
wobei jedes L; eine lineare Gleichung in z ist. Fine Lisung von L ist ein Tupel

c € R, das Losung von jeder der Gleichungen Lq, ..., L, ist.

Definition 1.1.9 Seien m,n > 1 natiirliche Zahlen.

(a) Fine m x n-Matrix (iber R) ist ein m - n-Tupel A von reellen Zahlen, die in
einem Rechteck mit m Zeilen und n Spalten geschrieben werden. Die Eintrdge
einer Matriz werden iblicherweise mit Paaren (i,7) fir1 <i<m,1<j<n
indiziert, wobei i die Zeile und j die Spalte angibt; also:

ai ai2 0 Q1p

az1 Q22 -+ A2n
A=

Am,1 Am2 *°° (mmn



(b) Die (erweiterte) Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems
a11%1 + a12%2 +- -+ a1pTn = by
(2,171 + G2.2T2 + -+ A2 n Ty = by
L= . . . . (1)

Am, 121 + Am 222 +-+ Am,nTn = bm

ist die m x (n + 1)-Matriz

a1 @12 o Q1 | b
az,1 a2 -+ A2n )

(2)
Gm,1 aAm,2 *** Ommn bm

(Der senkrechte Strich hat formal keine Bedeutung. Er dient nur dazu, optisch
sichtbar zu machen, das die Zahlen rechts davon die rechten Seiten der Gleichungen
sind.)

Definition 1.1.10 Sei

a1l air2 - Q1n
a1 QG222 - A2
m,1 Am,2 **° Ommn

eine Matriz. Die folgenden Umformungen von A nennt man elementare Zeilen-
transformationen von A:

(TAU) Tausche zwei Zeilen.
(MUL) Wihle eine reelle Zahl v # 0 und eine Zeile i; multipliziere alle Eintrige der
gewdhlten Zeile mit r. Die i-te Zeile von A wird also ersetzt durch

(rai’l ra;2 ... ’I"ai’n) .

(ADD) Wihle eine reelle Zahl v und zwei verschiedene Zeilen i und j; addiere zu
jedem FEintrag der i-ten Zeile das r-fache des entsprechenden FEintrags der
j-ten Zeile. Die i-te Zeile von A wird also ersetzt durch

(ai,l + raji1 G2 + ra;2 .. Gin + rajm) .

Lemma 1.1.11 Se: A eine beliebige Matriz und sei A’ eine Matriz, die man aus
A durch eine elementare Zeilentransformation erhdlt. Dann gibt es auch eine ele-
mentare Zeilentransformation, die aus A’ wieder A machit.

Mi 16.10.



Satz 1.1.12 Seien L und L' zwei lineare Gleichungssysteme, und seien A und A’
ihre Koeffizientenmatrizen. Wir nehmen an, dass man A’ aus A durch eine elemen-
tare Zeilentransformation erhalten kann. Dann haben L und L' die selben Lisungen.

Definition 1.1.13 Man sagt, eine (Koeffizienten-)Matriz ist in Normalform,
wenn sie die folgende Form hat:

0...0*...*0*..*0 0 % --- % | %
: 500...0*..*0 ...... S :
o 20001 SRR
0 . Lo :

S0 ; ;

*..*

0 0 ---01=x

: R R R Co ..}@
0---0 0 0---0 0 0---0 0 0 0 ---0|x*
N N N N

© ©
Hierbei steht jedes ,,+“ fiir eine beliege reelle Zahl, und die mit © markierten Zei-

len und Spalten miissen nicht vorhanden sein. Die eingekdstelten len (d.h. die
ersten nicht-0-Eintrage jeder Zeile) nennt man Pivot-Eintrdge (oder auch Pivot-
Elemente).

Satz 1.1.14 (GauR-Elimination) Jede Matriz kann durch endlich viele elemen-
tare Transformationen in Normalform gebracht werden.

Bemerkung 1.1.15 Die Lisungen eines beliebigen linearen Gleichungssystems L
lassen sich wie folgt bestimmen: Bringe zundchst die Koeffizientenmatriz von L in
Normalform. (Dadurch dndern sich nach Satz 1.1.12 die Losungen nicht.) Danach
lassen sich folgendermafen alle Losungen von L ablesen:

(a) Eumistiert in der Koeffizientenmatrix eine Zeile der Form (0 --- 0 | b;) mit
b; # 0, so besitzt L keine Losung.
(b) Euxistiert keine solche Zeile, so besitzt L Losungen. In diesem Fall lassen sich
samtliche Lisungen folgendermafen erhalten:
(i) Fir jedes j < n: Enthdlt die j-te Spalte keinen Pivot-FEintrag, so kann
x; beliebig gewdhlt werden.
(ii) Danach sind die restlichen Variablen eindeutig festgelegt: Enthalt die j-te
Spalte ein Pivot-Element in der i-ten Zeile, so hat die i-te Gleichung die
Form
Tj+ Qi j41%j41 + 0+ Qi Th = by,
wobei nur diejenigen Koeffizienten a; ungleich null sein kénnen, de-
ren Spalte kein Pivot-Eintrag enhdlt. Insbesondere haben wir die entspre-
chenden xj, bereits in Schritt (i) gewdhlt. Diese Gleichung legt also x;
eindeutig fest, namlich: x; = b; — a; j41Tj41 — Qi j42Tjt2 — = GinTp-
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Korollar 1.1.16 Ist L ein lineares Gleichungssystem mit mehr Variablen als Glei-
chungen, so hat L entweder gar keine Lésung oder unendlich viele Losungen.?

1.2 Notationen, Mengen und Tupel

In diesem Abschnitt fithren wir viele grundlegende Notationen und Konventionen aus der Mathe-
matik ein, die im gesamten Studium verwendet werden. Insbesondere werden wir einige (weitere)
Notationen zu Mengen und Tupeln sehen.

Manchmal méchte man mathematische Aussagen kompakt mit Symbolen aufschrei-

ben, statt als ausgeschriebene (deutsche) Sitze. Dafiir gibt es einige Notationen.?

Notation 1.2.1 Im folgenden sind A und B zwei mathematische Aussagen.

(a) ,,A A B bedeutet: Sowohl Aussage A als auch Aussage B ist wahr.
) ,AV B* bedeutet: Mindestens eine der Aussagen A und B ist wahr.
(¢) ,mA“ bedeutet: Die Aussage A ist nicht wahr.
) ,A = B“ bedeutet: Wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr.
Man schreibt auch ,B < A“ und sagt auch ,A impliziert B“ oder ,B folgt
aus A
(e) ,A & B bedeutet: Wenn A wahr ist, dann auch B, und wenn B wahr ist,
dann auch A.
Man sagt auch ,A ist dquivalent zu B“ oder ,,A und B sind dquivalent* oder
LA gilt genau dann, wenn B gilt“

Notation 1.2.2 Im folgenden ist A eine mathematische Aussage, in der eine Va-
riable x vorkommdt.

(a) ,Vx € M: A“ bedeutet: Man kann in der Aussage A fiir x jedes beliebige Ele-
ment von M einsetzen und erhdlt immer eine wahre Aussage.
Man sagt auch: ,A gilt fir alle © aus M* Manchmal schreibt man auch
SA Vx e M-

(b) , 3z € M: A bedeutet: Es gibt (mindestens) ein Element aus M, das man fir
x einsetzen kann, so dass A wahr wird.
Man sagt auch: ,Es existiert ein x aus M, so dass A wahr ist.“ (Mit ,existiert
ein® ist immer existiert mindestens ein® gemeint.)

(c) ,3 o € M: A“ bedeutet: Es existiert genau ein Element x von M, fiir das A
wahr ist. (Fir alle anderen x aus M ist A falsch.)
Manche Leute schreiben auch ,3\x € M: A

2 Achtung: Wir werden spéter lineare Gleichungen auch in einem allgemeineren Kontext sehen.
In der Verallgemeinerung muss dieses Korollar etwas abgewandelt werden; siehe Bemerkung 2.1.12.

3Das ist insbesondere niitzlich fiir Tafelanschriebe und eigene Notizen. In ausformulierten Be-
weisen, die jemand anderes lesen und verstehen kénnen soll, ist es jedoch oft besser, Dinge als Text
auszuformulieren.



Statt Nx € M: A“ schreibt man auch ,VNx: A% wenn, man M aus dem Kontext
erraten kann; und analog bei (), (c).

Statt Nr € M:Vy € M: A“ schreibt man auch ,Nx,y € M: A% etc.; und analog
bei (b).

Bemerkung 1.2.3 Die Symbole ¥V und 3 nennt man Quantoren. (,V“ ist der All-
Quantor, , 3% ist der Existenz-Quantor.)

Definition 1.2.4 (unprézise) (a) Eine Menge M ist ein mathematisches Ob-
jekt, das dadurch charakterisiert ist, welche mathematischen Objekte ihre Ele-
mente sind. Statt ,x ist ein Element von M“ sagt man auch: ,x liegt in M“
oder ,x ist aus M oder ,M enthdlt x*. Notation dafir: ,o € M*

Zwei Mengen My und My sind also gleich (als Formel: ,M; = M>“) genau
dann, wenn fir jedes mathematische Objekt x gilt: x € My < x € M.

(b) Weitere Notationen:
L& & M“ bedeutet: x ist kein Element von M.
»T,y € M“ bedeutet: sowohl x als auch y sind Elemente von M ; etc.

(c) Die leere Menge ist dic Menge, die gar keine Elemente hat. Sie wird mit ()
bezeichnet.

Konvention 1.2.5 Ist A eine Aussage und M = (), so wird ,Vx € M: A* als wahr
angesehen.

Definition 1.2.6 Sind x1,...,x, beliebige mathematische Objekte, so schreiben
wir

{z1,... 2}

fir die Menge, deren Elemente genau x1,...,2, sind, also:

ye{xy,...,ont <= (y=x1V---Vy=uz,).

Konvention 1.2.7 (a) Eine ein-elementige Menge {a} wird nicht als das gleiche
angesehen wie das Element a selbst.
(b) Ist ein Element A von M selbst wieder eine Menge, so werden die Elemente
von A nicht automatisch auch als Elemente von M angesehen.

Definition 1.2.8 Ist M eine Menge, so schreiben wir #M fir die Anzahl der
FElemente von M; man nennt dies auch die Kardinalitdt (oder Mdchtigkeit)
von M. (Statt #M kann man auch |M| schreiben.) Genauer: Ldsst sich M =
{z1,...,x,} schreiben fir paarweise veschiedene x;, so nennen wir M endlich und
setzen #M :=n. Ldsst sich M nicht so schreiben, so nennen wir M unendlich.

Mi 23.10.



Notation 1.2.9 Ist M eine Menge und A eine Aussage, die eine Variable x enthdlt,
so schreiben wir {x € M | A} fir die Menge derjenigen Elemente x von M, fir
die die Aussage A wahr ist. (Manche Leute scheiben auch ,{x € M : A}* oder
Ax € M ; A}4) Wenn man M aus dem Kontext erraten kann, schreibt man oft
auch nur {x | A}. Ist A’ eine weitere Aussage, so schreibt man statt {x | AN A"}
oft auch {x | A, A’}.

Definition 1.2.10 Seien My und My Mengen.

(a) M heifit Teilmenge von My, wenn jedes Element von My auch ein Element
von My ist. Man sagt auch: ,M; ist eine Untermenge von Ms*; oder: , M,
ist eine Obermenge von M “ Notationen: My C My; Mo O M.

(b) Die Notation My C My bedeutet: My C My aber My # Ms; man sagt: ,,M;
ist eine echte Teilmenge von M.

Bemerkung: In Analogie zu ,,<“ und ,,<“ wire es naheliegend, dass man statt ,,C*
auch ,,C* schreiben kann. Allerdings wird C deutlich haufiger benétigt als C; deshalb
ist es iiblicher, dass ,,C* fiir ,,C* steht.

Definition 1.2.11 Seien My und Ms Mengen.

(a) Die Vereinigung von My und My ist M1 U My := {x | x € My Va € My}
(Man sagt auch ,M; vereinigt Ms*).

(b) Der Schnitt von My und My ist My N My :={z |z € My ANx € Ms} (Man
sagt auch ,M; geschnitten My*). Ist MiN My = 0, so sagt man, die Mengen
My und My sind disjunkt.

(¢) Die Differenz von My und My ist My \ My :={z |z € My ANz ¢ My} (Man
sagt auch ,M; ohne Ms*).

Notation 1.2.12 Sei I eine Indexmenge und sei M; eine Menge fiir jedes i € 1.
(Mit Indexmenge ist eine normale Menge gemeint, deren Elemente als Indizes
verwendet werden.)

(a) U M; st die Menge derjenigen Elemente, die in mindestens einer der Mengen
il
M; liegen, also formal:
ve|JM; <= Jiel:zeM;
iel

Im Fall I =0 setzt man U M, = 0.
icl
(b) ﬂ M; ist die Menge derjenigen Elemente, die in jeder der Mengen M; liegen,
iel
also formal:
xGﬂM,; <~ Yiel:xze M,
iel



Im Fall I = () ist ﬂ M; nicht definiert.
iel

Notation 1.2.13 Ist I = {m,m + 1,...,n} fir ganze Zahlen m < n, so schreibt

man statt
UM und ()M
i€l iel
auch . N
UM wnd () M

Definition 1.2.14 Ist M eine Menge, so bezeichnet
PM):={A|AC M}

die Menge aller Teilmengen von M ; P(M) wird Potenzmenge von M genannt.

Definition 1.2.15 Sind M; und My Mengen, so schreibt man My x My fir die
Menge der Paare (x1,x2) bestehend aus einem Element x1 von My und einem Ele-
ment von xo von Ms. Man nennt My X Ms das kartesische Produkt von M; und
Ms. Analog schreibt man My x My x Ms fir die Menge der Tripel, etc.

Bemerkung 1.2.16 Laut Definition 1.1.5 ist also M™ eine Kurzschreibweise fiir
M x - x M.
[ —

n mal

Notation 1.2.17 Fir ein Tupel (a1, ...,a,) verwendet man als Kurzschreibweise
auch (a;)1<i<n. Ist aus dem Kontext klar, dass i von 1 bis n laufen soll, so schreibt
man auch noch kirzer (a;);.

Konvention 1.2.18 (a) Man unterscheidet nicht zwischen einem 1-Tupel (a)
und dem Element a selbst. Anders ausgedriickt: M' = M.

(b) Wenn manche Eintrige eines Tupels selbst wieder Tupel sind, fasst man das
oft als ein langes Tupel auf, also z. B. (a,(b,c)) = (a,b,c). Anders ausge-
driickt: Man indentifiziert oft verschiedene Klammerungen von kartesischen
Produkten, also z. B.: Ax (BxC)=AxBxC.

(¢) Manchmal ist es praktisch, auch 0-Tupel zu betrachten. Es gibt nur ein einziges
0-Tupel; es ist das einzige Element von M° (egal, was M ist).

1.3 Abbildungen

Ein weiteres grundlegendes Objekt in der Mathematik sind Abbildungen. Wir fiihren in diesem
Abschnitt diesbeziigliche Definitionen, Notationen und Konventionen ein.

10



Definition 1.3.1 Seien A und B Mengen. Eine Abbildung (oder Funktion) von
A nach B ist ein mathematisches Objekt f, das jedem Element a € A ein Element
f(a) € B zuordnet. Ist f(a) = b, so sagt man, f bildet a aufb ab.

Formal ist eine Abbildung f gegeben durch drei Mengen A, B und G C A x B, mit
der Eigenschaft, dass fiir jedes a € A genau ein b € B existiert mit (a,b) € G.
Fiir jedes a € A bezeichnet f(a) dann das (eindeutige) Element von B, so dass
(a, f(a)) € G ist.

Man nennt A den Definitionsbereich von f, B den Wertebereich von f und G
den Graph von f.

Bemerkung 1.3.2 Ist f eine Abbildung von A nach B und ist B’ C B eine Teil-
menge, so dass f(a) € B’ gilt fir jedes a € A, so fassen wir f manchmal auch als
Abbildung von A nach B’ auf, auch wenn es sich formal gesehen um eine andere
Abbildung handelt.*

Definition 1.3.3 Sind A und B Mengen, so bezeichnet Abb(A, B) die Menge aller
Abbildungen von A nach B.

Notation 1.3.4 Statt ,f € Abb(A, B)“ schreibt man auch ,f: A — B* oder

LA Ly B% Statt »f(a) = b“ schreibt man auch ,f: a — b“ Ist T ein mathe-
matischer Ausdruck, in dem a als Variable vorkommt, so bedeutet

f:A—=Ba—T,

dass f € Abb(A, B) die Abbildung ist, die jedes a € A auf den entsprechenden Wert
von T abbildet.

Konvention 1.3.5 Ist f: Ay x Ay — B, so schreibt man statt f((a1,a2)) auch
flar,a2) (fir a; € A1,as € As). Und analog fiir f: Ay x Ay x A3 — B, etc.

Definition 1.3.6 Die Identitdt auf einer Menge A ist die Abbildung ida: A —
A,a— a.

Definition 1.3.7 Seien A, B, C Mengen und seien f: A — B und g: B — C
Abbildungen. Dann ist die Verkettung (man sagt auch , Verkniipfung®) von f
und g die Abbildung

gof:A—C,a— g(f(a)).

»g o f“ spricht man oft ,g nach f“ aus.

4Manchmal wird gar nicht zwischen diesen f: A — B und f: A — B’ unterschieden; das wiirde
in dieser Vorlesung allerdings manchmal zu Verwirrung fiihren.

11

Mo 28.10.



Definition 1.3.8 Ist f: A — A eine Abbildung von A in sich selbst und ist k € N,
so setzen wir f¥:=fo---of falls k> 1, und f° :=id4.
—

k mal

Notation 1.3.9 Ist A eine Aussage, in der eine Variable x vorkommt und f: B —
C eine Abbildung, so schreibt man {f(x) | A} fir die Menge all der Elemente von
C, die man erhdlt, wenn man f auf alle Elemente x € B anwendet, fir die die
Aussage A wahr ist; also formal:

{f(z)| A} ={ceC |z e B: A}.

Definition 1.3.10 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.

(a) Ist A" C A, soist f(A):={f(a)|a€ A’} das Bild von A" unter f.

(b) Das Bild unter f des gesamten Definitionsbereichs A wird auch einfach nur
Bild von f genannt. Notation dafir: im f := f(A).

(c) Ist B' C B, soist f~Y(B') :={a € A| f(a) € B'} das Urbild von B’ unter
f.

(d) Ist b € B, so schreibt man oft auch f~1(b) statt f~1({b}). Besteht die Menge
f71(b) aus genau einem Element a, so meint man mit f~1(b) oft auch nur
dieses Element a (und nicht die Menge {a}).

Definition 1.3.11 Seien A und B Mengen, und sei f: A — B.

(a) f heifit injektiv, wenn fiir alle b € B gilt: #(f~1(b)) < 1.
Man sagt auch ,f ist eine Injektion von A nach B“ und schreibt dafiir
of: A= B

(b) f heift surjektiv, wenn fir alle b € B gilt: #(f~1(b)) > 1.
Man sagt auch ,f ist eine Surjektion von A nach B“ und schreibt dafiir
»f: A—» B

(c) f heifit bijektiv, wenn fiir alle b € B gilt: #(f~(b)) = 1.
Man sagt auch ,f ist eine Bijektion zwischen A und B* und schreibt dafiir
G AL Be

Satz 1.3.12 Seien A und B Mengen und sei f: A — B eine Abbildung.

(a) Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn eine Abbildung g: B — A
existiert, so dass fog =1idpg und go f =id4 gilt.
(b) Ist dies der Fall, so ist die Abbildung g aus (a) eindeutig durch f festgelegt.

Definition 1.3.13 Ist f: A — B bijektiv, so nennt man die Abbildung g aus
Satz 1.3.12 das Inverse von f (oder auch auch ,, Umkehrabbildung von f¥). Die
Notation fiir diese Abbildung ist f~1. Im Fall B = A setzt man auch f=% := (f~H)*
fir k e N.
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Bemerkung 1.3.14 Bei bijektiven Abbildungen f: A — B passt die Notation f~!
fiir die Umkehrabbildung mit der Notation fiir Urbilder (Definition 1.3.10) zusam-
men: Fir B’ C B ist das Urbild von B" unter f das selbe wie das Bild von B’ unter
der Umkehrabbildung f~', und fir b € B ist das Urbild von b unter f genau das
Bild von b unter f~1.

Definition 1.3.15 Ist f: A — B eine Abbildung und A’ C A eine Teilmenge, so
schreiben wir f|ar fir die Einschrinkung von f auf A, d.h. flar: A’ = B,a—

f(a).

Satz 1.3.16 Scien A und B endliche Mengen gleicher Kardinalitit. Dann gilt fir
Abbildungen f € Abb(A, B): Ist f injektiv oder surjektiv, so ist f bereits bijektiv.

1.4 Partitionen und Aquivalenzrelationen

Manchmal moéchte man eine Menge M in Teile zerlegen. Dies nennt man eine Partition von M.
Anstatt direkt anzugeben, was die Teile sind, ist es manchmal praktischer zu beschreiben, wann
Elemente im gleichen Teil liegen sollen (und wann nicht). Dies fiihrt zum Begriff einer Aquivalenz-
relation auf M. Wir werden auch ein wichtiges Beispiel einer Aquivalenzrelation auf Z sehen.

Definition 1.4.1 Fine Partition einer Menge M ist eine Menge P von nicht-
leeren Teilmengen von M (die man die Teile von P nennt), so dass jedes a € M
in genaw einem Teil T € P liegt.

Definition 1.4.2 Sei M eine Menge. FEine Relation auf M ist gegeben durch eine
Teilmenge R C M x M. Meistens werden Relationen mit einem Symbol bezeichnet
(2. B. ,,<%), das man zwischen zwei Elemente a,b € M schreibt (also z. B. ,a < b*“),
um auszudricken, dass (a,b) € R ist.

Beispiel 1.4.3 Ist P eine Partition einer Menge M, so kénnen wir eine Relation
~ wie folgt definieren: a ~ b genau dann, wenn a und b im gleichen Teil von P
liegen. Dies ist eine Aquivalenzrelation im Sinne der folgenden Definition.

Definition 1.4.4 Sei M eine Menge.

(a) Fine Aquivalenzrelation auf M ist eine Relation ~ auf M mit folgenden
Eigenschaften:
(i) Ya € M: a ~ a (Reflexivitdt)
(ii)) Ya,b € M: (a ~ b= b~ a) (Symmetrie)
(iii) Va,b,ce M: (a~bAb~c= an~c) (Transitivitdt)
Ist dies der Fall, so wird ,a ~ b“ oft ausgesprochen als ,a ist dquivalent zu
b“ oder ,,a und b sind dquivalent”.
(b) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M und ist a € M, so nennt man

a/~:={beM|b~a}

13



die Aquivalenzklasse von a. Man schreibt
M/~ :={a/~|a€ M}

fiir die Menge all dieser Aquivalenzklassen. (Den Schragstrich ,,/“ spricht man
in diesem Zusammenhang ,,modulo® aus.)

Beispiel 1.4.5 Sind a,m € Z und m # 0, so schreiben wir ,m | a“ fir: ,a ist durch

m teilbar.” (D.h.: = ist eine ganze Zahl.) Man sagt auch: m teilt a.

Sei nun m € N\ {0}. Dann wird durch
a~b:i<= m|a—b

eine Aquivalenzrelation auf Z definiert. Die ibliche Notation fiir diese Relation ist
»a =b mod m*“ man sagt: ,a ist kongruent zu b modulo m“ oder ,a und b sind
kongruent modulo m*.

Satz 1.4.6 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M, so ist M/~ eine
Partition von M.

Definition 1.4.7 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.

(a) Die Abbildung M — M/~,a > a/~ nennt man die kanonische Abbildung
von M nach M/~.

(b) Ist T € M/~ und a € T, so nennt man a auch einen Reprdsentanten von
T.

2 Algebraische Strukturen

2.1 Gruppen, Ringe, Korper

In Abschnitt 1.1 haben wir mit reellen Zahlen gearbeitet, aber welche Eigenschaften von Zahlen
haben wir wirklich benétigt? In diesem Abschnitt werden wir dies prézise machen, indem wir ent-
sprechende algebraische Strukturen einfiihren.

Definition 2.1.1 (a) Eine Gruppe ist gegeben durch eine Menge G, eine Abbil-

dung o: G X G — G und ein Element e € G mit folgenden Eigentschaften:
(i) Ya,b,c € G: (aob)oc=ao (boc) (Assoziativitit)
(ii) Va € G: aoe=eoa =a (Man sagt, ,e ist ein neutrales Element fir
0%)

(iii) Va e G: b€ G: aob=boa = e. (Ein solches b heifit Inverses von a.)
Die Bedingungen (i)—(iii) nennt man die Gruppenaxiome. Man sagt ,G ist
eine Gruppe* oder ,(G, o) ist eine Gruppe* oder ,(G,o,e) ist eine Gruppe®, je
nachem, was aus dem Kontext klar ist.
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(b) Gilt aufSerdem Ya,b € G: aob = boa, so nennt man G kommutativ oder
abelsch. (Gilt aob=boa, so sagt man auch: ,a und b kommmutieren®.)

Konvention 2.1.2 Fine Abbildung, die man, wie das obige ,,0% zwischen zwei Ele-
mente schreibt, nennt man oft Verkniipfung.

Beispiel 2.1.3 Ist M eine beliebige Menge, so bildet die Menge aller Bijektion von
von M nach M eine Gruppe, mit der Verkettung von Abbildungen als Verkniipfung
und idps als neutralem Element. Diese Gruppe wird auch mit Sym(M) bezeichnet
und die symmetrische Gruppe (auf M) genannt.

Bemerkung 2.1.4 Ist G eine Gruppe und sind a,a’,b,b' € G, so gilt:
(a) aob=a"ob = a=d und

aob=aob = b=V
(b) acb=b = a=e und

aob=a = b=ce

Bemerkung 2.1.5 Ist G eine Gruppe und a € G, so existiert genau ein b € G mit
aob = e. Insbesondere hat a genau ein Inverses, und um zu prifen, ob b das Inverse
von a ist, reicht es, zu priifen, ob a ob = e ist.

Notation 2.1.6 FEs gibt mehrere tbliche Notationen fiir Gruppen; im Folgenden
sind a,b Gruppenelemente und n € N\ {0}:

(a) Verkniipfung: a ob; neutrales Element: e; Inverses von a: a~t. Wir definieren
auch a® :=e, a" :=ago---0oa, a™" = (a71)"
——

n mal

(b) Multiplikative Notation: Verknipfung: a - b (oder ab); neutrales Element:
1; Inverses von a: a~'. Wir definieren auch = a-b1,a:=e,a":=a---a,
N——

n mal

a "= (a—l)n
(¢c) Additive Notation: Verknipfung: a + b; neutrales Element: 0; Inverses von
a: —a. Wir definieren auch a —b:=a+(=b),0-a:=0,n-a:=a+---+a,
—_————
n mal

(—n)-a:=n-(—a)

Wenn nicht anders angegeben, verwenden wir Notation (a).

Bemerkung 2.1.7 Ist G eine Gruppe, so gilt fir beliebige a,b € G und m,n € Z:

(@) (e =a
(b) (aob) t=b"toat

(C) aern —a™oqg”
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Definition 2.1.8 (a) Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +: RX
R— R und -: R X R— R und mit Elementen 0 € R und 1 € R, so dass die
folgenden Ringaxiome gelten:

(i) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.
(i) - ist assoziativ und 1 ist ein neutrales Element fir -.
(iii) Va,b,c € R: ((a+b)-c=a-c+b-c A a-(b+c)=a-b+a-c)
(Distributivitdit)
(b) Der Ring R heifit kommutativ, wenn die Verkniipfung - kommutativ ist.
(¢) Fin Kérper ist ein Ring K, bei dem (K \ {0},-,1) eine abelsche Gruppe ist.
(d) Man nennt 0 auch das Null-Element von R und 1 das Eins-Element.

Beispiel 2.1.9 Z ist ein Ring. Q, R und C sind Korper.

Konvention 2.1.10 (a) Wenn wir einen Ring R als Gruppe auffassen, ist (R, +)
gemeint.
(b) Ist K ein Kérper, so setzen wir K* := K \ {0} und fassen dies als Gruppe
mit - als Verkniipfung auf.

Bemerkung 2.1.11 Sei R ein Ring und seien a,b € R. Dann gilt:

(a) a-(=b) = —(a-)
(b) a=0VvVb=0=a-b=0
(c¢) Ist R ein Kdrper, so gilt bei (b) auch die Umkehrung.

Bemerkung 2.1.12 Sei K ein Korper. Fast im gesamten Abschnitt 1.1 kann man
wreelle Zahl“ durch ,Element von K*“ ersetzen:

(a) Sind ay,...,a,,b € K, so nennt man ,a121 + -+ + anx, = b* eine lineare
Gleichung tber K (Definition 1.1.4). Analog definiert man ein lineares
Gleichungssystem tiber K (Definition 1.1.8).

(b) (Koeffizienten)matrizen, elementare Tranformationen und die Normalform
werden auch entsprechend definiert (Definitionen 1.1.9, 1.1.10, 1.1.13), wobei
mit 0 und 1 jeweils das entsprechende Element von K gemeint ist.

(c) Mit einer Ausnahme gelten alle Aussagen aus Abschnitt 1.1 fiir beliebige Kor-
per K: Lemma 1.1.7, Lemma 1.1.11, Satz 1.1.12, Satz 1.1.1] (Gaufs-Elimination),
Bemerkung 1.1.15.

(d) Die Ausnahme ist Korollar 1.1.16: Dieses muss wie folgt umformuliert werden:
Ist L ein lineares Gleichungssystem mit mehr Variablen als Gleichungen, so

hat L entweder gar keine Losung oder mindestens # K wiele Losungen.
Mo 11.11.

2.2 Unter- und Quotientenstrukturen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Moglichkeiten, aus einer algebraischen Struktur eine neue
(»kleinere®) algebraische Struktur zu konstruieren: indem man eine Teilmenge nimmt, oder indem
man Elemente, die urspriinglich verschieden waren, miteinander identifiziert. Auf diese Art kénnen
wir insbesondere einen Korper mit endlich vielen Elementen konstruieren.
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Beispiel 2.2.1 (a) Ist K ein Korper, so ist K™ eine abelsche Gruppe, mit der
Verkniipfung

(b1 .. b)) + (B, bL) = (b + by, by + L),

Wenn wir in Zukunft K™ als Gruppe auffassen, ist diese Verkniipfung gemeint.
(b) Wir betrachten nun eine lineare Gleichung der Form

121+ -+ anxy, =0

(fir ay,...,an, € K). Ihre Losungsmenge {(c1,...,¢n) € K™ | aje1 + -+ +
anc, = 0} auch eine Gruppe (mit der gleichen Verkniipfung). Sie ist eine
Untergruppe von K™ im Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.2.2 (a) Sei (G,o,€e) eine Gruppe. Ist H C G eine Teilmenge, so
dass (H,o|gxm,e) auch eine Gruppe ist, so nennt man H eine Untergruppe

von G und G eine Obergruppe von H.
(b) Analog definert man Unter- und Oberringe und Unter- und Oberkérper.

Bemerkung 2.2.3 (a) Mdchte man priifen, dass eine Teilmenge H einer Gruppe
G eine Untergruppe ist, so reicht es, folgendes zu prifen:
(i) ee H

(ii) H ist abgeschlossen unter der Verkniipfung, d.h. sind a,b € H, so
ist auch aob e H.

(iii) H ist abgeschlossen unter Inversen, d.h. ist a € H, so ist auch
a”lc H.

(b) Analoges gilt fir Unterringe und Unterkdrper.

Lemma 2.2.4 Fine Teilmenge H einer Gruppe G ist eine Untergruppe genau dann,
wenn H nicht leer ist, und wenn fiir alle a,b € H gilt: aob™' € H.

Definition 2.2.5 Sei (G,+) eine abelsche Gruppe und H C G eine Untergrup-
pe. Dann setzen wir G/H = G/~ (Ausssprache: ,G modulo H*), wobei ~ die
Aquivalenzrelation ist, die definiert ist durch

a~b < a—-be H.

Fir die Aquivalenzklasse

a/~={a+h|heH}

schreibt man oft a + H oder @, und solche Aquivalenzklassen nennt man auch Ne-
benklassen von H.
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Beispiel 2.2.6 Seienaq,...,a,,b € K. Wir nehmen an, dass die lineare Gleichung
a1+ -+ apr, =0

mindestens eine Lésung besitzt. Dann st thre Losungsmenge eine Nebenklasse der
Lésungsmenge von
a1z + -+ apTy = 0.

Satz 2.2.7 Ist (G, +,0) eine abelsche Gruppe und H eine Untergruppe, so ist auch
G/H eine Gruppe mit der Verkniipfung

a+b:=a+b

und mit neutralem FElement 0. (Man nennt G/H eine Quotientengruppe oder
Faktorgruppe.)

Satz 2.2.8 Sein € N\ {0}. Dann ist Z/nZ ein kommutativer Ring, mit der Mul-
tiplikation

a-b:=a-b

und mit Eins-Element 1. (Z/nZ ist ein Quotientenring.)
Satz 2.2.9 Ist p eine Primzahl, so ist der Ring 7. /pZ sogar ein Kirper.

Definition 2.2.10 Der Kérper Z/pZ (fir p prim) wird mit F, bezeichnet. Die
Elemente von F,, werden mit 0,1,...,n — 1 bezeichnet (statt mit 0, 1, ..., n—1).

2.3 Polynomringe

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen zu Polynomen eingefiihrt. Sie werden gegen Ende des
Semesters niitzlich sein, um gewisse Probleme aus der linearen Algebra zu lésen (ndmlich um die
Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen). Der Polynomring dient auch als (wichtiges) Beispiel fiir
einen Ring.

Definition 2.3.1 Fine Folge von FElementen einer Menge M ist eine Funktion
a: N — M, wobei man a; statt a(i) schreibt und (a;)ien statt a. Wir schreiben MY
fiir die Menge aller Folgen von Elementen von M.

Konvention 2.3.2 Ist A eine mathematische Aussage, in der eine Variable x vor-
kommt, so bedeutet ,,A gilt fir fast alle x € M*“: Es gibt nur endlich viele Elemente
in M, fiir die A nicht gilt. (Anders ausgedrickt: Die Menge {x € M | = A} ist end-
lich.)

Definition 2.3.3 Sei R ein kommutativer Ring und = eine Variable.
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(a) Ein Polynom in x tber R ist ein Ausdruck der Form
ao + a1z + az® + - + apa™,

fir n € N und ag,...,a, € R. Wir setzen a; = 0 fiir i > n, so dass ein
Polynom formal gegeben ist durch eine Folge (a;)ien € RY, wobei fast alle a;
gleich 0 sind.

(b) Die Menge aller Polynome in x dber R wird mit R[x| bezeichnet.

Notation 2.3.4 Ist a; = 0 fir i > n, so schreiben wir statt y . ,a;x" auch
D ien @ix"

Definition 2.3.5 Sind f = Y, yaiz’ und g =Y,y bz’ zwei Polynome in R[z],
so definieren wir die Summe f+ g € R[z] und das Produkt f -g € R[x] so, wie man
es von Termen erwartet:

f+g:=) (a;+b)a’

ieN

f g = Z(Z iji_j)lfi

ieN j=0

Satz 2.3.6 Ist R ein kommutativer Ring, so ist auch R[z] ist ein kommutativer
Ring.

Konvention 2.3.7 Wir fassen einen kommutativen Ring R als Unterring von R|z]
auf, indem wir jedes Element a € R mit dem Polynom ax® € R[x] identifizieren.

Definition 2.3.8 Sei R ein kommutativer Ring und f = Y _yanz" € Rlx] ein
Polynom iiber R. Der Grad deg f € NU {—oco} von f ist wie folgt definiert: Ist
f micht das Nullpolynom, so ist deg f := max{i € N | a; # 0}. Den Grad des
Nullpolynoms definieren wir als —oo.

Satz 2.3.9 Sei R ein kommutativer Ring und seien f,g € R[x]. Dann ist deg(f -
9) < deg f+degg. Ist R ein Korper, so gilt sogar deg(f-g) = deg f+degg. Hierbei
verwenden wir die Konvention —oo + a = —o0, fir a € NU{—oo}.

Definition 2.3.10 Sei R ein kommutativer Ring und f =
Polynom tiber R.

nen @n®™ € Rlx] ein

(a) Das Polynom f definiert eine Funktion von R nach R, die auch mit f bezeich-
net wird: f(b) := ", oy anb™. Hierbei verwenden wir die Konvention 00:=1.
(b) Eine Nullstelle von f ist ein Element b € R mit f(b) = 0.
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Bemerkung 2.3.11 Ist R ein kommutativer Ring, sind f,g € R[z] und ist a € R,
so gilt: (f + g)(a) = f(a) +g(a) und (f - g)(a) = f(a) - g(a).

Satz 2.3.12 Ist R ein kommutativer Ring, f € R[x] und ist b € R eine Nullstelle
von f, so gibt es ein g € R[x] mit f = (x —b) - g.

Korollar 2.3.13 Ist K ein Kérper und f € Kx]\ {0}, so ldsst sich f schreiben in

der Form .
f= (H(x_bi)> g

i=1
schreiben, fir by, ..., b, € K und wobei g € K[z] ein Polynom ohne Nullstellen ist.
Auflerdem hat f maximal deg f verschiedene Nullstellen.

Bemerkung 2.3.14 Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht-
konstante Polynom f € Clz] mindestens eine Nullstelle besitzt, d. h. im Fall K = C
ist das g aus Korollar 2.3.13 in C*. Korper mit dieser Eigenschaft nennt man al-
gebraisch abgeschlossen. In der Algebra-Vorlesung werden wir auch sehen: Jeder
Kérper hat einen algebraisch abgeschlossenen Oberkdrper.

3 Vektorraume

3.1 Definition

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 3.1.1 Fin Vektorraum iber K (auch: ein K-Vektorraum) ist eine
abelsche Gruppe (V,+), zusammen mit einer Verkniipfung -: K X V. — V, so dass
fir aller,s € K und alle u,v € V gilt:

(@) r-(u+v)=r-ut+r-v
(b) (r+s)-v=r-v+s-v
(c) (r-s)-v=r-(s-v)
(d) 1-v=w
Die Elemente von V nennt man Vektoren, die Elemente von K nennt man Skala-
re; + heifst Vektoraddition, - heifst Skalarmultiplikation. Das neutrale Element
0 € V' der Vektoraddition nennt man Nullvektor.

In Abschnitt 3.1 habe ich die Vektorraddition, die Skalarmultiplikation und den
Nullvektor in rot geschrieben, damit man sie von +, - und 0 in K unterscheiden
kann.
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Beispiel 3.1.2 K" ist ein Vektorraum mit der Skalarmultiplikation
re(at,...,an) = (r-ay,...,r-ap).
ai
Elemente von K™ werden oft | : | geschrieben (statt (ai,...,an)).

Qn
Beispiel 3.1.3 K]lx] ist ein Vektorraum tber K.

Beispiel 3.1.4 Ist M eine beliebige Menge, so ist Abb(M, K) ein K -Vektorraum,
mit punktweiser Vektorraddition und punktweiser Skalarmultiplikation:

(f +9)(a) = fla) + g(a) und (r- f)(a) = r-(f(a)) fir alle f,g € Abb(A, K),
alle r € K und alle a € M.

Beispiel 3.1.5 Sei K ein Koérper und seien x1,...,T, Variablen. Die Menge al-
ler linearen Gleichungen tber K in x1,...,x, bildet einen K-Vektorraum, mit der
Vektoraddition und der Skalarmultiplikation aus Lemma 1.1.7.

Satz 3.1.6 Ist V ein K-Vektorraum, so gilt fir alle r € K und allev € V:

(a) rv=0 <= (r=0vuv=0)
(b) (-1) v = —v.

3.2 Untervektorraume

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 3.2.1 Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Ist U C V eine Teilmenge, so
dass (U, +|uxuv, |kxv) auch ein K-Vektorraum ist, so nennt man U einen Unter-
vektorraum von V.

Lemma 3.2.2 FEine Teilmenge U eines K -Vektorraums V ist ein Untervektorraum
genau dann, wenn sie nicht leer ist und fir alle u,v’ € U und alle r € K gilt:
rut+u €U.

Definition 3.2.3 Wir nennen ein lineares Gleichungssystem L homogen, wenn
die rechte Seite jeder Gleichung 0 ist, also wenn die Koeffizientenmatrixz die Form

a1,1 air2 - Q1n 0
a1 G2 - a2y, |0
am,1 Am,2 *°° Amn 0

hat.
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Beispiel 3.2.4 Ist L ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K in n Varia-

blen,

so ist die Losungsmenge von L ein Untervektorraum von K".

Definition 3.2.5 Sei V ein K-Vektorraum.

(a) Eine Linearkombination von Vektoren vy,...,v, € V ist ein Vektor der

(b)

Form
n

Z iV

i=1
firry,...,r, € K. Man nennt eine solche Linearkombination nicht-trivial,
wenn mindestens eins der r; nicht 0 ist. Man schreibt

n
(V1,0 0n) K = {anvi | 71,...,rm € K}
i=1

fiir die Menge aller Linearkombinationen von vy, ...,vy,.
Ist allgemeiner A C'V eine beliebige Teilmenge von V', so schreibt man

(A)k = {Zr, ‘v; |meN,r; € K,v; € A}.
i=1
fiir die Menge aller Linearkombinationen von (jeweils endlich vielen) Vektoren
aus A.
Man nennt (vy,...,vn) Kk bzw. (A)k die lineare Hiille (oder den Span oder
das Erzeugnis) von vy,...,v, bzw. von A.
Das Erzeugnis der leere Mengen definiert man als (0)x := {0}.

Gilt (A)g =V, so nennt man A ein Erzeugendensystem von V; man sagt
auch: A erzeugt V.

Satz 3.2.6 SeiV ein K-Vektorraum und A CV eine beliebige Teilmenge. Dann ist

(A k

der kleinste Untervektorraum von V', der A enthalt. Mit kleinste” ist gemeint:

Ist U C 'V ein beliebiger Untervektorraum, der A enthdlt, so ist (A)x C U.

Korollar 3.2.7 IstV ein K-Vektorraum, A CV und B C (A)k, so ist (AUB)g =
(A)x.

3.3

Lineare Unabhéangigkeit

Sei weiterhin K ein Korper, und sei auferdem V ein K-Vektorraum.

Definition 3.3.1 (a) Fine lineare Abhdngigkeit zwischen Vektorenvy, ..., v, €

V' ist eine nicht-triviale Linearkombination
n

E T+ Vi,
i=1
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die gleich 0 ist. Existiert eine lineare Abhdngigkeit zwischen den Vektoren
Uiy ..., Vp, S0 nennt man das Tupel (vy,...,v,) linear abhdngig; sonst nennt
man es linear unabhdngig. Man sagt auch: ,Die Vektoren vy,...,v, sind
linear (un)abhingig® (und meint damit, dass das Tupel linear (un)abhdngig
ist).

(b) Eine Teilmenge A C'V heifit linear abhdngig, wenn endlich viele, paarweise
verschiedene Vektoren vy,...,v, € A existieren, die linear abhdingig sind.

Lemma 3.3.2 Seien vy,...,v, € V. Ist Z;L:l riv; = 0 eine lineare Abhdngigkeit

mit r, # 0, s0 st (V1,..., U)Kk = (V1,.. ., Un—1)K.
Satz 3.3.3 Seienwvy,...,v,—1 € V linear unabhingig und seiv,, € V\{vi,...,Vn_1)K-
Dann sind auch vy, ...,v, linear unabhdingig.

3.4 Basis und Dimension

Sei weiterhin K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum.

Definition 3.4.1 Sei B entweder eine Teilmenge von V oder ein Tupel von Vek-

toren aus V. Man nennt B eine Basis von V, wenn B linear unabghdingig ist und

V' erzeugt.

Beispiel 3.4.2 In K™ bilden die Vektoren

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 ) €2 = 0 yeeeyCn =
: : 0
0 0 1

eine Basis von K", die Standardbasis.

Satz 3.4.3 Seien vi1,...,v, € V. Dann sind dquivalent:

(a) (vi,...,vy) ist eine Basis von V.
(b) (v1,...,vy,) ist ein minimales Erzeugendensystem von'V, d. h. (vy,...,vn) Kk =
V', aber fiir jedes i <n gilt: (V1,...,0;—1,Vi41,...,Un)K # V.

(¢) (v1,...,vy,) ist ein mazimales linear unabhdingiges Tupel, d. h. (vy, ..., vy,) ist
linear unabhdngig, aber fir jeden weiteren Vektor v,4+1 € V ist das Tupel

(v1,...,Vn+1) linear abhdingig.

(d) Jeder Vektor v € V lisst sich auf eindeutige Weise als Linearkombintation
der Vektoren v; schreiben, d.h. fir jedes v € V existiert genau ein Tupel

(r1,...,mn) € K™, so dass >, 7;v; = v gilt.
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Satz 3.4.4 (Basisergidnzungssatz) EntwederV besitzt eine Basisvy, ..., vy, oder
es existiert eine unendliche linear unabhdingige Menge {v; | i € N>1} C V. Sind
linear unabhdngige Vektoren wy,...,w, € V gegeben, so kann (in beiden Fdillen)
aufferdem vy = wy, ...,V = wy gewdhit werden.
Mo 2.12.

Bemerkung 3.4.5 Es gilt sogar allgemeiner: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
(Ohne Beweis.)

Lemma 3.4.6 Istvy,...,v, € V ein Erzeugendensystem von V und sind w1, . .., Wy, €
V' beliebig mit m > n, so sind wy, ..., wy, linear abhdngig.

Satz 3.4.7 Sind vy,...,v, und wy,...,w,, zwei Basen eines Vektorraums V', so
gilt n = m.

Bemerkung 3.4.8 Man kann definieren, was die Kardinalitdt einer unendlichen
Menge ist. Die prizise Definition ist kompliziert, aber die wichtigste Figenschaft die-
ser Definition ist: Zwei (beliebige) Mengen M und M' haben die gleiche Kardinalitdt
genau dann, wenn eine Bijektion M — M’ existiert. (Man nennt eine unendliche
Menge abzdhlbar (unendlich), wenn Sie die gleiche Kardinalitat wie N hat und
iiberabzdhlbar sonst.)

Mit dieser Definition gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.4.7: Sind B, B’ C
V' zwei Basen eines Vektorraums V', so haben B und B’ die gleiche Kardinalitdt.
(Ohne Beweis.)

Definition 3.4.9 Die Dimension eines Vektorraums V ist die Kardinalitdt einer
beliebigen Basis von V; Notation dafiir: dim V. Man nennt V' endlich dimensio-
nal, wenn dimV € N ist und unendlich dimensional sonst.

Satz 3.4.10 SeiV endlich-dimensional und sei U C V' ein Untervektorraum. Dann
ist dimU < dimV, und aus dimU = dimV folgt U = V.

Bemerkung 3.4.11 Sind U, U’ C V Untervektorraume, so sind auch U NU’ und
U+U ={u+d |uelUn €U}
Untervektorrdume von V. (Man nennt U + U’ die Summe von U und U’).

Satz 3.4.12 Fiir beliebige Untervektorraume U, U' C V eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V' gilt:

dim(U 4+ U’) = dimU + dim U’ — dim(U N U’).
Mi 4.12.
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4 Lineare Abbildungen und Matritzen

4.1 Matrizen

Sei weiterhin K ein Korper.

Hier sind einige Erginzungen zur Definition von Matrizen (1.1.9):

Definition 4.1.1 Seien m,n € Nunda;; € K firl<i<mund1<j <n.

(a) Betrachtet man die m x n-Matriz mit Eintrigen a;j, so ldsst man in der
Notation oft das Komma im Index weg:

a11 a12 A1n
a21 a22 a2n
Am1 am2 Tt Amn

AufSerdem schreibt man fiir fir diese Matriz auch (aij)i1<i<m,1<j<n 0der (ai;)ij-.

(b) Man nennt eine Matriz quadratisch, wenn sie gleich viele Zeilen wie Spalten
hat, also wenn m = n ist.

(¢) Die Menge aller m x n-Matrizen iber K wird mit K™*™ bezeichnet und auf
ibliche Weise als K - Vektorraum aufgefasst (d. h. mit komponentenweiser Vek-
toraddition und Skalarmultiplikation). Die Matriz, deren Eintrdge alle O sind,
heifft Nullmatriz (und wird wie iblich selbst mit 0 bezeichnet).

Definition 4.1.2 Seien {,m,n € N.

(a) Ist A = (ai;)ij € K™ und B = (bjx)jx € K™*", so definieren wir das
(Matriz-)Produkt A- B als dicjenige Matriz (ci)ix € K<™, die gegeben ist

durch
m
Cikk = E aijbji-
i=1

(Statt A - B schreibt man auch AB.)

(b) Wir identifizieren n-Tupel in K™ oft mit der entsprechenden Matriz in K™*?,
die nur aus einer Spalte besteht. Dadurch kénnen wir eine Matrix A € K™*™
als Abbildung von K™ nach K™ auffassen, die v € K™ abbildet auf das Ma-
trizprodukt Av € K™.

Satz 4.1.3 Das Matrizprodukt entspricht der Verknipfung der entsprechenden Ab-
bildungen: Ist A € K™ B € K™ ™ und v € K", so gilt (AB)v = A(Bv).

Notation 4.1.4 Sind v1,...,v, € K™, so schreiben wir (vy | --- | vy,) fir die Ma-
triz, die man erhdlt, indem man die Vektoren vy,...,v, als Spalten nebeneinander
schreibt.
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Bemerkung 4.1.5 Fir eine Matriv A = (v1 | -+ | v,) € K™ ™ mit Spalten
v; € K™ gilt:
1 n

A = Z’FZ"UZ'.

- i=1
Insbesondere gilt fiir Standard-Basisvektoren e; € K™ (siehe Beispiel 3.4.2) Ae; =
v;, und das Bild im A (im Sinne von Definition 1.3.10) ist genau das Erzeugnis
<v1a"'avn>K-

Beispiel 4.1.6 Ist A = (a;;);; € K™ und b = (b;); € K™, so ldsst sich das
Gleichungssystem mit Koeffizientenmatriz

aii a2 - Qin b1

a21 a2 -+ G2n by
(Afp) =

Gmil Gm2  ° Gmn | bm

jetzt als eine einzige Gleichung in K™ schreiben, ndmlich Ax = b, wobei x als eine
Variable in K™ aufgefasst wird.

Definition 4.1.7 Sei n € N. Die Einheitsmatrix I, €¢ K™*" ist die Matriz, die
der Identitdtsabbildung K™ — K™ entspricht:

0 ..
0---0 1

Mo 9.12.

Lemma 4.1.8 Fiir Matrizen A, A’ € K***, B, B’ € K**™ und C € K™ " gilt:
(a) (AB)C = A(BC)
(b) I;A = A und Al, = A.
(¢) (rA)B =r(AB) und A(rB) =r(AB).
(d) (A+ A )B=AB+ A'B und A(B+ B') = AB+ AB’

Achtung: Das Analogon von Bemerkung 2.1.4 gilt nicht fiir Matrixmultiplikation,
d.h. aus AB = A’'B folgt i. A. nicht A= A’ (fiir Matrizen A, A’, B).

Bemerkung 4.1.9 Insbesondere gilt, fir A € K™*" v,v' € K™ undr € K: A(v+
V') = Av+ Av' und A(rv) = r(Av).

Korollar 4.1.10 K™*" ist mit der Matrixmultiplikation ein Ring; I, ist das neu-
trale Element der Multiplikation.
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Notation 4.1.11 Ist A € K™*" und k € N, so setzen wir A™ .= A-A--- A falls
—_——

k mal

k>1und A° :=1,.

4.2 Lineare Abbildungen

Sei weiterhin K ein Korper.

Definition 4.2.1 Seien V und W K-Vektorraume. Eine Abbildung f: V — W
heifit linear oder (Vektorraum-) Homomorphismus, wenn fir alle v,v' € V
und alle r € K gilt:

flo+v)=f)+fO)  und  f(rv) =rf(v).

Die Menge aller Vektorraum-Homomorphismen von 'V nach W wird mit Hom(V, W)
bezeichnet. (Manchmal schreibt man auch Homg (V,W).)

Beispiel 4.2.2 Jede durch eine Matriz A € K™*™ gegebene Abbildung von K™
nach K™ ist linear.

Bemerkung 4.2.3 (a) Eine Abbildung f: V — W ist linear genau dann, wenn
fir alle v,v' € V und alle r € K gilt: f(rv+v') =rf(v) + f(V').
(b) Ist f linear, so gilt automatisch auch f(0) = 0.

Bemerkung 4.2.4 Sind U,V und W K-Vektorraume und f: U =V und g: V —
W lineare Abbildungen, so ist auch die Verkniipfung go f: U — W ist eine lineare
Abbildung.

Satz 4.2.5 Sind V und W K-Vektorraume, ist vq,...,v, eine Basis von V und
sind wi, ..., wy, beliebige Vektoren in W, so gibt es genau eine lineare Abbildung
[V =W, die v; auf w; abbildet fiir 1 <i <n.

Korollar 4.2.6 Die linearen Abbildungen von K™ nach K™ sind genau diejenigen
Abbildungen, die durch Matrizen A € K™*" gegeben sind. Wir haben also eine Bi-
jektion von K™*™ nach Hom (K™, K™) (die einer Matriz die zugehirige Abbildung
zuordnet).

Korollar 4.2.7 Seien V und W K-Vektorraume, sei vq,...,v, eine Basis von V
und sei wy, ..., Wy, eine Basis von W. Dann erhalten wir eine Bijektion

K™ — Hom(V, W),
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die eine Matriz A = (a;j);; abbildet auf die lineare Abbildung f: V — W, die
definiert ist durch

n m 1 S1 a1
PO o) =S s fiir | ;| € K belicbig und | ;| = A
=1

=1 = Tn Sm T

Definition 4.2.8 Die Matriz A aus Korollar 4.2.7 nennt man die Matriz von f
beziiglich der Basen (v;); und (w;);.

Korollar 4.2.9 Sind V und W K-Vektorraume und U C V ein Untervektorraum,
so ldsst sich jede lineare Abbildung U — W zu einer linearen Abbildung V. — W
fortsetzen.

Definition 4.2.10 Der Kern einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) ist

ker f:={ve V| f(v) =0}

Satz 4.2.11 Seien V und W K-Vektorraume und f: V — W eine lineare Abbil-
dung. Dann gilt:

(a) Das Bild im f ist ein Untervektorraum von W (vgl. Definition 1.5.10).

(b) Der Kern ker f ist ein Untervektorraum von V.

(¢) Firv,v' €V gilt: f(v) = f(v') <= v—v' € ker f. Insbesondere ist f injektiv
genau dann, wenn ker f = {0} ist.

Definition 4.2.12 Seien V und W K-Vektorrdume.

(a) Eine bijektive lineare Abbildung f € Hom(V, W) nennt man einen (Vektor-
raum-) Isomorphismus. Um auszudricken, dass eine Abbildung f: V — W
ein Isomorphismus ist, schreiben wir auch f: V5 W.

(b) Man sagt, ein K-Vektorraum ist V ist isomorph zu einem K-Vektorraum
W, wenn ein Isomorphismus f: V — W existiert. Statt ,V ist isomorph zu
W sagt man auch ,V und W sind isomorph (zueinander)®. Notation dafiir:

V=w.
Beispiel 4.2.13 Ist V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von V, so ist
1 n
K'=V, | |~ eri
i=1
'n

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Satz 4.2.14 Seien V und W K-Vektorrdume und sei f: V. — W ein Isomorphis-
mus. Dann ist die inverse Abbildung f~': W — V auch ein Isomorphismus.

Bemerkung 4.2.15 Ist f € Hom(V, W) ein Isomorphismus von Vektorrdumen, so
lassen sich mit f ,FEigenschaften zwischen V und W tbertragen®, z. B. gilt:

(a) Seien vy,...,v, €V und wy := f(v1),..., Wy := f(vy,). Dann sind vy,...,v,
linear unabhingig / ein Erzeugendensystem von V' / eine Basis von V genau
dann, wenn wy, ..., w, linear unabhdingig / ein Erzeugendensystem von W /
eine Basis von W sind.

(b) dimV = dim W.

(¢) FirUy CV und Uw := f(Uy) CW gilt: Uy ist ein Untervektorraum von V
genau dann, wenn Uy ein Untervektorraum von W ist.

Bemerkung 4.2.16 Seien V und W K -Vektorriume, sei vy, ..., v, eine Basis von
V, seiwy, ..., wy eine Basis von W, und sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Die
Matriz von f beziglich der Basen (v;); und (wj); (aus Korollar 4.2.7) ist gerade
die Matrix der Verkniipfung gljvl ofogy: K" — K™, wobei gy: K" — V und
gw: K™ — W die Isomorphismen aus Beispiel /.2.13 sind (angewandt auf die
Basis (v;); von V und die Basis (w;); von W).

Definition 4.2.17 Fine Matriz A € K™*" heif§t invertierbar, wenn die durch A
definierte Abbildung K™ — K" ein Isomorphismus ist. Die Matriz, die die inverse

Abbildung definiert, heifit zu A inverse Matrix; Notation dafir: A~'.

Bemerkung 4.2.18 Fine Matriz A € K™ "™ ist also invertierbar genau dann,
wenn eine Matric B € K™" existiert mit AB = BA = 1,. Ist dies der Fall,
soist A7l = B.

Satz 4.2.19 Sind vy,...,v, und vy,...,v), zwei Basen des selben K -Vektorraums
V', so existiert eine invertierbare Matriz A € K™ ™ mit der folgenden Eigenschaft:
Ist v € V beliebig, und schreiben wir v als Linearkombintationen

n n
v = E riv; = E riv)
i=1 i=1

(fiir v, 7} € K ), so gilt
7'1 7”1

(Man nennt A die Basiswechselmatriz zwischen den Basen (v;); und (v});.)
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4.3 Homomorphiesatz und Rang

Sei weiterhin K ein Korper.

Satz 4.3.1 Sei V ein K-Vektorraum und U CV ein Untervektorraum. Dann wird
die Quotientengruppe V/U aus Satz 2.2.7 mit der folgenden Skalarmultiplikation zu
einem K-Vektorraum:

r-vi=1T0.

(Man nennt V/U einen Quotientenvektorraum oder Faktorvektorraum.)

Bemerkung 4.3.2 Die kanonische Abbildung V. — V/U,v — U (vgl. Definiti-
on 1.4.7) ist linear.

Satz 4.3.3 Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U CV ein Untervek-
torraum, so gilt dimV = dim U + dim(V/U).

Satz 4.3.4 Seien V und W K-Vektorriume, sei f € Hom(V,W), sei U C V ein
Untervektorraum, und sei can: V. — V/U die kanonische Abbildung. Es existiert
genau dann ein g € Hom(V/U, W) mit f = g o can, wenn U C ker f ist.

Satz 4.3.5 (Homomorphiesatz) Sind V und W K-Vektorriume und ist f €
Hom(V, W), so erhdlt man einen Isomorphismus

f:V/(ker f) — im f, 5 — f(v).

Definition 4.3.6 (a) Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume. Der
Rang einer linearen Abbildung f € Hom(V, W) ist

rk f := dim(im(f)) = dim(V/ ker(f)) = dim V' — dim ker(f).

(b) Der Rang rk A einer Matriz A € K™*™ ist der Rang der zugehdrigen Abbil-
dung K™ — K™.

Bemerkung 4.3.7 Sind V und W zwei endich-dimensionale K -Vektorriume und
ist f € Hom(V, W), so gilt:
(a) Die Abbildung f ist injektiv genau dann, wenn rk f = dimV; ist f nicht
ingjektiv, so ist tk f < dim V.
(b) Die Abbildung f ist surjektiv genau dann, wenn tk f = dim W; ist f nicht
surjektiv, so ist rk f < dim W.
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Satz 4.3.8 (Sylvesters Rang-Ungleichung) Sind U, V und W endlich-dimen-
sionale K-Vektorrdaume und U N V -4 W lineare Abbildungen, so gilt

rk(f) +rk(g) — dimV <rk(go f) < min{rkg,rk f}.
Insbesondere: Ist [ surjektiv, so ist rk(g o f) = rkg; und: Ist g injektiv, so ist

tk(go f) =1k f.
Mo 6.1.

Bemerkung 4.3.9 Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iber K bildet
eine Gruppe, mit der Matriz-Multiplikation als Verknipfung und I,, als neutralem
Element. Diese Gruppe wird mit GL,(K) bezeichnet.”

Korollar 4.3.10 Sind A, B € K™*™ Matrizen mit AB = I,,, so sind beide Matrizen
invertierbar, und invers zueinander (d.h. es gilt A~ = B).

4.4 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei weiterhin K ein Korper.

Satz 4.4.1 Fir jede Matriz A = (a;j);; € K™*™ sind die folgenden Zahlen gleich:

(a) der Rang von A;
(b) der Spaltenrang von A, d.h. die Dimension des Erzeugnisses

ai1 a1n

der Spalten von A;
(c) der Zeilenrang von A, d. h. die Dimension des Erzeugnisses

<(a1,17 R 7a1,n); sy (am,1> o 7am,n)>K
der Zeilen von A.

Inbesondere ist die Dimension des Losungsraums von Az = 0 gleich n (Anzahl der
Variablen) minus der maximalen Anzahl linear unabhdingiger Zeilen von A.

Bemerkung 4.4.2 Jede Zeile eines Matriz-Produkts BA (fir A € K™*", B €

K®™) ist eine Linearkombination der Zeilen von A: Sind z1, ..., 2y, € K™ die
Zeilen von A und ist (bi1,...,b;.m) die i-te Zeile von B, so ist die i-te Zeile von
BA gleich

biiz1 + -+ bimzm.

5 Auf englisch heifit sie »general linear group®; daher ,,GL*
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Insbesondere: Ist A eine Matriz und erhdlt man A’ aus A durch eine elementare
Zeilentransformation (siehe Definition 1.1.10), so gilt A = EA fir eine Matriz
E e Kmxm'

Definition 4.4.3 Die Matrizen E aus Bemerkung 4.4.2, die elementaren Transfor-
mationen entsprechen, nennt man Elementarmatrizen. Die Elementarmatrizen
sind also die Matrizen E = (e;;):; mit:

(TAU) Zeilen k und ¢ vertauschen (fir 1 <k, £ <m, k#1{): e;; =1 falls i ¢ {k,(};
ere = eg, = 1; alle anderen e;; sind 0;

(MUL) Zeile k mit r € K* multiplizieren (1 <k <m): e; =1 falls i # k; exr, = r;
alle anderen e;; sind 0;

(ADD) das r-fache von Zeile k zu Zeile ¢ addieren (fir r € K und 1 < k, £ < m,
k#1L): e =1 ;em =r; alle anderen e;; sind 0.

Satz 4.4.4 Elementarmatrizen sind invertierbar, und das Inverse einer Element-
armatriz ist auch eine Elementarmatrix.

Definition 4.4.5 Die Transponierte einer Matriz A = (aij)1<i<m,1<j<n € K™

>J ST Lt

Bemerkung 4.4.6 (a) Fir A e K™*" gilt: (AT)T = A
(b) Fiir A, B € K™*" gilt: (A+ B)T = AT + BT
(c) Fiir A€ K™ und B € K™*" gilt: (AB)T = BT AT
(d) Eine Matriz A € K™*™ ist invertierbar genau dann, wenn AT invertierbar ist,
und ist dies der Fall, so gilt (AT)~1 = (A=1)T.
(e) Ist E € K™ ™ eine Elementarmatriz, so ist auch ET eine Elementarmatriz.

Bemerkung 4.4.7 Ist A € K™*" beliebig und E € K™*™ eine Elementarmatriz,
so erhdlt man AE aus A durch eine elementare Spaltentransformation, d. h.
Tauschen von Spalten bzw. Multiplikation einer Spalte mit v € K* bzw. Addition
des r-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.
Mi 8.1.

Bemerkung 4.4.8 Ist A € K"*™ eine quadratische Matriz in Normalform mit
rk A = n, so ist bereits A = 1I,,.

Satz 4.4.9 Ist A € K™, und wendet man auf die (erweiterte) Matriz (A | I,)
Zeilentransformationen so an, dass beim Ergebnis (A’ | B') die Matriz A’ in Nor-
malform ist, so gilt: A ist invertierbar genau dann wenn A’ = I ; insbesondere

lisst sich jede invertierbare Matrix als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.
Auferdem ist dann B’ = A~ 1.
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5 Endomorphismen

Im ganzen Kapitel sei weiterhin K ein Koérper.

5.1 Determinanten

Definition 5.1.1 Seien Vi, ..., V,, und W K -Vektorraume. Fine Abbildung f: Vi x
- XV, = W heifst multilinear, wenn fir alle vy € Vi,...,v, € V, und alle
1 <i<n die Abbildung

/ !/
Vvi _>VV7/U ’_>f(vla"’vvifhvuvi+17~'~7vn)

linear ist. Im Fall n = 2 nennt man f auch bilinear.

Satz 5.1.2 Es existiert genau eine Abbildung f: K™*" — K mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) Die Abbildung
K'x- - x K" = K, (v1,...,0,) = f((v1 |-+ | vn))

ist multilinear.
(b) f ist alternierend, d.h. falls A € K"*™ zwei gleiche Spalten hat, so ist

f(4)=0.
(c) f ist normiert, d. h. f(I,) =1.

Definition 5.1.3 Die Abbildung f aus Satz 5.1.2 wird mit det bezeichnet. Ist A €
K™ 5o nennt man det A die Determinante von A.

Beispiel 5.1.4 Im Fall n = 2 erfillt

a1l a2
det = a110G22 — G1202]1
a1 Q22

die Eigenschaften aus Satz 5.1.2.

Lemma 5.1.5 Im Folgenden sei A € K™*™ beliebig und EE € K™*™ eine Element-
armatriz. Wir nehmen an, dass det: K™*" — K eine Abbildung mit den FEigen-
schaften aus Satz 5.1.2 ist. Dann gilt:

(a) det(AE) =det A-det E
(b)
—1 falls E zwei Spalten tauscht
detE=d7 falls E eine Spalte mit r € K* multipliziert
falls E das r-fache einer Spalte zu einer
anderen Spalte addiert (r € K)
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(c) Enthdlt A eine Spalte, die nur aus Oen besteht, so ist det A = 0.

Bemerkung 5.1.6 Aus dem Lemma ergibt sich eine Mdglichkeit, det A zu berech-
nen:

(a) Forme A durch Spaltentransformationen zu einer Matric A = AEy --- Ey, in
transponierter Normalform um (fiir Elementarmatrizen E;). Es folgt: det A’ =
det A-det By ---det Ej,.

(b) Wenn A’ eine Nullspalte enthdlt, ist det A = det A’ = 0.
Wenn A’ keine Nullspalten enthilt, ist A’ = I,,, und es folgt det A = (det Ey - - - det Ey) L.
Auperdem gibt Lemma 5.1.5 (b) an, was det E; ist.

Korollar 5.1.7 Sei det: K™*" — K eine Abbildung mit den FEigenschaften aus
Satz 5.1.2. Dann gilt fiir beliebige Matrizen A, B € K"*":
(a) A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 ist. Ist dies der Fall, so gilt
det(A™1) = (det A)~ L.
(b) det AB = det A - det B.
(c) det A = det AT. Insbesondere gelten die Eigenschaften aus Satz 5.1.2 und
Lemma 5.1.5 auch fiir Zeilen statt Spalten, und Determinanten kénnen auch
mit Zeilentransformationen berechnet werden.
Mi 15.1.

Satz 5.1.8 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sein > 2 und sei A = (ai;)1<i j<n €
K™, Wir schreiben A, ¢y fiir die (n —1) x (n — 1)-Matriz, die man aus A erhilt,
indem man die k-te Zeile und die £-te Spalte rausstreicht. Dann gilt fiir jedes k < n:

det A=) (=1)""" - ay, - det Ay ).
=1

(Man nennt diese Art, det A zu berechnen, die , Entwicklung nach der k-ten Zei-
le“.)

Beispiel 5.1.9 Fiir Matrizen der Form

ai; a2 -+ Qain
0 ap - a2y

A =
0 ... 0 apn

gilt: det A = aj1a99 - - - app. (Matritzen dieser Form nennt man obere Dreiecks-
matrizen.)
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Bemerkung 5.1.10 Dq det A = det AT, gilt auch die analoge Formel mit Zeilen
statt Spalten, d. h. fir jedes £ < n gilt:

det A = Z(fl)kM “ag,e - det Ay g
k=1

(Man nennt dies die ,, Entwicklung nach der ¢-ten Spalte”.)

Korollar 5.1.11 (Regel von Sarrus) Die Determinante einer 3 x 3-Matrix lisst
sich wie folgt berechnen:

a1 a2 ais
det | @21 @22 a3 | = aiiazass + ai2a23a31 + a13a21a32

@31 G2 d4s3 — 13022031 — (11023032 — 12021033

Bemerkung 5.1.12 (Leibniz-Formel) Im Allgmeinen lisst sich die Determinan-
te einer n x n-Matriz A = (a;;);; ausdricken als eine Summe von Produkten der
Form *+a;, j, ---a;, ;,, wobei es je einen Summenden gibt fiir jede Méglichkeit, aus
jeder Zeile und jeder Spalte genau einen Matriz-Koeffizienten auszuwdhlen. Genau-
er:
det A = Z Sgn(g) *A1,0(1) " 02,6(2) " Cn,o(n)s
oeSym({1,...,n})

wobei Sym({1,...,n}) die Menge der Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n} ist (siche
Beispiel 2.1.3), und wobei das Signum sgn(c) von o wie folgt definiert ist: Wir
betrachten die Matriz B, = (bij)i; mit b; 5(;y = 1 und allen anderen Koeffizienten
0 und setzen sgn(o) := det(B,) € {1,—1}.

Definition 5.1.13 Sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Eine lineare Abbildung von V in sich selbst nennt man auch einen Endomor-
phismus von V. Die Menge aller Endomorphismen von V' wird mit End(V)
bezeichnet.

(b) Ein Automorphismus ist ein bijektiver Endomorphismus. Die Menge aller
Automorphismen von V bildet eine Gruppe (mit der Verkettung von Abbil-
dungen als Verkniipfung); diese wird mit Aut(V') (oder manchmal auch mit
GL(V)) bezeichnet.

Definition 5.1.14 SeiV ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum und f € End(V)
ein Endomorphismus. Die Determinante von [ wird wie folgt definiert. Seig: K™ —
V ein beliebiger Isomorphismus und sei A € K™*" die Matriz zur Abbildung g~' o

fog. Dann definiert man det f := det A.

Lemma 5.1.15 In Definition 5.1.1/4 hingt die Determinante det A nicht von der
Wahl von g ab.
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5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.2.1 Sei V' ein K-Vektorraum und sei f € End(V') ein Endomorphis-
mus. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v € V' \ {0}
gibt mit f(v) = M. In diesem Fall nennt man v einen Eigenvektor von f zum
Eigenwert .

Definition 5.2.2 Sei A € K™*™ und x eine Variable. Nach Bemerkung 5.1.12 ist
die Determinante x a(x) := det(xI,, — A) ein Polynom in x. Dieses Polynom nennt
man das charakteristische Polynom® der Matriz A.

Bemerkung 5.2.3 Das charakteristische Polynom x a(x) einer Matriz A € K™
hat die Form
XA(J:) =ag+ax+---+ an_lx”_l + Z‘n,

wobei ag = (—1)" - det A ist. (Ein Polynom, bei dem — wie hier — die héchste x-
Potenz mit dem Faktor 1 vorkommt, nennt man normiert.)

Satz 5.2.4 Sei A € K™*"™. Die Nullstellen von x4 sind genau die Eigenwerte von
A. Ist A € K eine solche Nullstelle, so sind die Figenvektoren von A zum Eigenwert
A genau die Elemente von ker(AI, — A) \ {0}.

Definition 5.2.5 Analog zu Definition 5.1.14 kann man das charakteristische
Polynom auch fiir Endomorphismen f von endlich-dimensionalen Vektorrdumen
V' definieren: Ist g: K™ — V ein Isomorphismus und A € K"*" die Matrixz zur
Abbildung g=' o f o g, so definiert man x5 = xa.

Definition 5.2.6 (a) Eine Matriz der Form

0 : nxn
D) e K
0 -0 A

Mi 22.1.

fir A1, ..., \n € K heifit Diagonalmatriz (,mit Diagonaleintrdgen A1, ..., A\, ).

(b) Ein Endomorphismus f € End(V') heifit diagonalisierbar, wenn ein Isomor-
phismus g: K™ — V existiert, so dass g~ ' o f o g durch eine Diagonalmatrix
gegeben ist.

(¢) Eine Matriz A € K™*™ heifit diagonalisierbar, wenn der entsprechende
Endomorphismus diagonalisierbar ist, d.h. wenn eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) existiert, so dass S~YAS eine Diagonalmatriz ist.

S5Manche Autoren verwenden ein anderes Vorzeichen in der Definition des charakteristischen
Polynoms: x 4 (z) := det(A — z1I,).
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Bemerkung 5.2.7 Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. FEin Endo-
morphismus f € End(V) ist diagonalisierbar genau dann, wenn eine Basis von
V' aus Eigenvektoren von f existiert. Genauer:

1

(a) Ist g: K™ — V ein Isomorphismus, so dass g~*' o f o g durch eine Diago-

nalmatriz mit Diagonaeintrigen A1, ..., A, gegeben ist, so ist g(e1),...,g(en)
eine Basis von V, und g(e;) ist ein Figenvektor zum Figenwert \;. (Hierbei
ist e1,..., e, die Standardbasis von K™.)

(b) Ist umgekehrt vy,...,v, eine Basis von V so, dass v; ein Figenvektor zum

Eigenwert \; ist, so wdhlen wir den Isomorphismus g: K™ — V so, dass
g(e;) = wv; ist. Dann ist g~' o f o g gegeben durch die Diagonalmatriz mit
Diagonaleintragen A1, ..., \,.

(¢) Im FallV = K™ ist g durch eine Matriz S € GL,(K) gegeben, und die obigen
g(e;) sind die Spalten von S.

6 FEuklidische und unitare Vektorraume

In diesem ganzen Kapitel sei K entweder R oder C.

6.1 Skalarprodukte

Definition 6.1.1 Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Skalar-
produkt auf V ist eine Abbildung V x V — K, (v,w) — (v,w), so dass fir alle
v, v, w,w €V und alle r € K folgendes gilt:
(a) (rv+ v, w) =r{v,w) + V', w) und (v,rw+w') = Flv,w) + (v,w') (Sesqui-
linearitdt im Foll K = C; Bilinearitdt im Fall K =R).
(b) (v,w) = (w,v) (Hermitezitdt im Fall K = C; Symmetrie im FallK =R)
(c) Ist v #0, so ist (v,v) eine reelle Zahl grifer als 0 (positive Definitheit).

Vorsicht: Die Notation (v,w) fiir das Skalarprodukt sieht (dummerweise) fast ge-
nauso aus wie die Notation (v, w)k fiir das Erzeugnis von v und w (Definition 3.2.5).

Definition 6.1.2 Fin euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum zusam-
men mit einem Skalarprodukt; ein unitdrer Vektorraum ist ein C-Vektorraum
zusammen mit einem Skalarprodukt.

Definition 6.1.3 Sei V' ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Die Norm ei-
nes Vektors v € V definiert durch ||[v| := \/(v,v) € Rxg. (Hierbei ist R>q eine
Kurzschreibweise fir {r ¢ R |r > 0}.)
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Beispiel 6.1.4 Wir fassen R™ als euklidischen Vektorraum und C™ als unitdren
Vektorraum auf, indem wir das folgende Standard-Skalarprodukt verwenden:

aq bl
(1. :])=abi+ -+ aybn.
an b,
Die Norm eines Vektors ist dann

a
I = V0 +- +lanl

Satz 6.1.5 Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer K- Vektorraum, seien v,w € V und
sei r € K. Dann gilt:
(@) ||[v| =0 <= v=0
(b) [lroll = [r[ - [lo]
(c) [{w,w)| < ||v]| - Jw]| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung), und Gleichheit gilt
genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
(@) ||Jv+w| <|v| + ||lw|| (Dreiecksungleichung)

Definition 6.1.6 Sei A € K*"*",

(a) Wir schreiben A fiir die Matriz, die man aus A erhilt, indem man alle Ein-
trige komplex konjugiert.

(b) Gilt AT = A, so nennt man A symmetrisch. Gilt AT = A, so nennt man A
hermitesch.

(c) Eine hermitesche Matriz heifit positiv definit, wenn fir alle v € K™\ {0}
gilt: vT Av ist eine reelle Zahl gréfer als 0.

Satz 6.1.7 (a) Zu jedem Skalarprodukt (-,-) auf K" existiert genau eine Matrix
A e K"™™ so dass
(v, w) = v’ Aw
gilt.
(b) Eine Matriz A € K™*™ entspricht auf die obige Art einem Skalarprodukt genau
dann, wenn sie hermitesch und positiv definit ist.

6.2 Isometrien und Orthonormalbasen

In diesem gesamten Aschnitt sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder uni-
tarer K-Vektorraum. Auf K" verwenden wir immer das Standard-Skalarprodukt.
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Definition 6.2.1 (a) Seien V und W endlich-dimensionale euklidische oder uni-
tare Vektorraume. Ein Isomorphismus f € Hom(V,W) heifit Isometrie,
wenn fir alle v,v" €V gilt: (v,0") = (f(v), f(V')).

(b) Ist W =V, so nennt man f auch eine orthogonale Transformation (falls
K =R) bzw. eine unitdre Transformation (falls K =C).

(¢) Man nennt eine Matrizx A € K"*" orthogonal bzw. unitdr, wenn der ent-
sprechende Endomorphismus von K™ (mit dem Standard-Skalarprodukt) eine
orthogonale bzw. unitire Transformation ist.

Bemerkung 6.2.2 Die orthogonalen bzw. unitiren Matrizen bilden eine Unter-
gruppe von GL, (K).

Definition 6.2.3 (a) Ein Vektor v € V heifit normiert’, wenn ||v|| = 1.
(b) Zwei Vektoren v,w € V heiffen orthogonal zueinander, wenn (v, w) = 0 ist.
Man schreibt v 1 w.

Definition 6.2.4 Fine Orthonormalbasis von V ist eine Basis vy, ...,v, mit
folgenden FEigenschaften:

(a) v; ist normiert fir alle i.
(b) v; L w; fir allei,j mit i+ j.

Beispiel 6.2.5 Die Standardbasis von K" ist eine Orthonormalbasis.

Bemerkung 6.2.6 Istvy,...,v, eine Orthonormalbasis von V', so gilt fir beliebige

Vektoren v =3, a;v; und w =Y, biv; (mit a;,b; € K): (v,w) =3, a;b;.

Satz 6.2.7 Sei vy, ...,v, eine Orthonormalbasis von V und sei v € V. Dann gilt
U= Z?:l(vvvi>vi-
Satz 6.2.8 Fiir eine Matrix A € K™*" sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal bzw. unitdr. B
(b) A ist invertierbar und es gilt AT = A1,
(¢) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis.

Bemerkung 6.2.9 Sinewvy,...,v; € V\{0} paarweise orthogonal zueinander (d. h.
v; Ly fiir alle i # j), so sind sie bereits linear unabhdingig.

Satz 6.2.10 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) V besitzt eine Orthonormal-

basis. Sind bereits vy,...,vr € V gegeben, die normiert und paarweise orthogonal
zueinander sind, so lassen sich vy, ...,v zu einer Orthonormalbasis von V' ergin-
zen.

"Nicht verwechseln mit einem ,normierten Polynom®.
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Korollar 6.2.11 Ist V ein n-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vektorraum,
so existiert eine Isometrie g: K™ — V (wobei K™ mit dem Standard-Skalarprodukt
versehen ist).
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