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Bei der ersten Aufgabe erhalten Sie die Punkte nur, wenn die Losung mathematisch sauber aufgeschrieben ist. Bei den restlichen Aufgaben
erhalten Sie alle Punkte bereits fiir sinnvolles Bearbeiten.

Aufgabe 1 (1+3 Punkte fiir prézisen Aufschrieb):
Sei K ein Korper, seien V; und V2 K-Vektorrdume, und seien v1,v] € Vi und vg,v) € Va.

(a) In der Vorlesung wurde gezeigt: v1 ® 0 = 0 und 0 ® vo = 0. Zeigen Sie nun auch die Riickrichtung, ndmlich:
v1 ® v9 = 0 genau dann, wenn v; = 0 oder v = 0 ist.

(b) Wir nehmen nun an, dass vy, vz, v}, v} alle ungleich 0 sind. Zeigen Sie: v1 ® vy = v} ® v} gilt genau dann, wenn
ein r € K* existiert, so dass v] = rv; und v} = %’Ug gilt.
Hinweis: FEin moglicher Ansatz fiir die Richtung ,,=* besteht darin, Basen von V; und V5 zu wéhlen, die die
Vektoren v; und vy enthalten und dann die Vektoren v{ und v} in diesen Basen auszudriicken.

Aufgabe 2 (1+1+141 fiir sinnvolle Bearbeitung):
Seien m,n > 1. Wir identifizieren K™*" = Hom (K™, K™) wie in Beispiel 8.3.12 mit (K™)* ® K™. Auferdem identifi-
zieren wir (K™)* mit Kx".

(a) In der Vorlesung wurde behauptet, dass mit diesen Identifikationen o ® w einfach das Matrixprodukt w - « ist,
fir o« € K™ und w € K™. Priifen Sie, dass dies mit Beispiel 8.3.12 zusammen passt.
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Wir wollen jetzt die Matrix A = |1 2 1] als Linearkombination von mdoglichst wenig Tensoren der Form «; ® w;
0 1 1

schreiben (fir a; € (K™)*, w; € K™). Geben Sie solche ,minimalen“ Ausdriicke fiir A an. ..
(b) ...ohne weitere Bedingung an die «;, w;.
(¢) ...wenn fiir die o; nur Standard-Basis-Vektoren von (K™)* erlaubt sind.

(d) ...wenn auRerdem fiir die w; nur Standard-Basis-Vektoren von K™ erlaubt sind.

Aufgabe 3 (2-+2 fiir sinnvolle Bearbeitung):
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laut Beispiel 8.3.14 sollte es einem Element a € (R? ® R?)* entsprechen. Geben Sie a(e; ® e;) an, fiir i,j € {1,2}
(wobei ey, e2 € R? die Standardbasis ist).

(a) Wir betrachten auf R? das Sklarprodukt (v, w) := v7 w. Das ist insbesondere eine Bilinearform, d. h.

(b) Wir benutzen nun Beispiel 8.3.11, um R? ® R? mit R?*? zu identifizieren. Geben Sie o (ZH 212>) an.
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Aufgabe 4 (24242 fiir sinnvolle Bearbeitung):

Sei K ein Korper und seien V, Wy, Wy K-Vektorrdume. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass
VoW eW,)=VeW)e (VeW) (A)

ist, mit der Identifikation, die gegeben ist durch v ® (w1, ws) = (v @ wy,v @ we) fiir v € V, wy € Wy, we € Wh.

Um dies zu erhalten, wollen wir zeigen, dass die rechte Seite von (A) das Kriterium erfiillt, die das Tensorprodukt auf
der linken Seite von (A) definiert. Gehen Sie wie folgt vor.

(a) Das Tensorprodukt-Kriterium beinhaltet eine bilineare Abbildung 5. Von wo nach wo muss 8 gehen, und was
muss f erfiillen, damit wir die oben angegebene Identifikation (mit v ® (wq,ws) = (v ® w1, v ® ws)) erhalten?

(b) Zeigen Sie, dass eine solche bilineare Abbildung 3 tatsichlich existiert.

(¢) Verwenden Sie Bemerkung 8.3.10 (b), um den Beweis von (A) fertig zu machen.

Aufgabe 5 (2 fiir sinnvolle Bearbeitung):

Zeigen Sie: Ist K ein Korper und sind Vi, Vo, V3, W K-Vektorrdume, so existiert zu jeder multilinearen Abbildung
v: Vi x Vo x V5 — W genau eine lineare Abbildung ¢g: V1 ® Vo ® V3 — W, so dass y(v1, v, v3) = g(v1 ® v2 ® v3) gilt,
fir v, € Vi, vy € Vo, v3 € V3.

Sie koénnen die folgende Aussage verwenden, die wir im Beweis von 8.3.19 gesehen hatten: Ist B; C V; eine Basis fiir
i=1,2,3,s0 ist {v1 ® vy ® v3 | v1 € B1,v2 € Ba,v3 € B3} eine Basis von V; ® Vo ® Vj.
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