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Aufgabe 1.

a) Bei der Spektralsatz, da A symmetrisch ist, ist A diagonalisierbar. Wir werden S
finden durch Spalte und Zeilen operationen.

1 11 1 01 1 01
101 1| 25 0 1] 22222 10 0 0
1 1 1 1 01 1 01
1 00 1 00
53—31—%5’5 0 0 0 Z3_Zl_>Z3 0 0 O
1 00 0 0 O
1 -1 -1 1 00
Also nehmen wir S= [0 1 0 | undesgilt STAS=1[0 0 0
0 0 1 0 0O

Zuletz haben wir dass S invertierbar ist, da det(S) = 1 gilt.
b) Nein: die EW von A sind 1 und 0. Insbesondere existiert v € ker A \ {0}, z.B.,

1
v= | -1
0
Dann gilt S(v,v) = 0.
a
c¢) Nein: Sei v € R3. Sei w = S~ 'v. Wir schreiben w als [ b | mit a,b,c € R.
c
Dann gilt v = Sw, und B(v,v) = B(Sw, Sw) = (Sw)TA(Sw) = W (STAS)w =
1 00 a
(abc) 0 00 bl =a%2>0.
000 c
a a+b+c
Alternativlosung: Seiv = | b | € R?. Dann gilt UTAU:((I b c) a+b+c| =
c a+b+c

ala+b+c)+bla+b+c)+cla+b+e)=(a+b+e)a+b+c)=(a+b+c)?>0.



d) ker A ist ein solcher Untervektorraum, da fiir alle u, u’ € ker A gilt S(u,u') = v Au’ =
0
u? | 0] =0. Dark A =1 ist, gilt dimker A = 2.
0
1 1
Esgilt auch S({ 0], 0]) =10, also 2 ist die maximale Dimension eines solchse
0 0
Untervektorraums.
Aufgabe 2.

a)

Es gilt A ((1:) = (alx * azy), also ker A = {(x) € R?
Y 0 y

a; = ay = 0 sind, gilt ker A = R?, im A = {0} und ker A @ im A = R?. Wenn nicht,
dann hat A Rang 1 und dimker A = 1.

a1 + agy = 0}. Wenn

1
Wenn a; # 0 ist, dann ist A (‘8) = ((1)) € im A, also imA = (((1))>R Aber
A (a2> = (0), also ker A = <(a2)>R und im A & ker A = R?.
aq 0 aq

Wenn schliefslich a; = 0 und as # 0 ist, dann gilt A ((1)) _ (%2) und A (%2) _

(8), also (062) € ker ANim A und man erhélt keine direkte Summe.

Sei v € ker f. Dann f2(v) = f(f(v)) = f(0) = 0, also ker f C ker f2.

Sei nun v € ker f2. Dann ist f2(v) = f(f(v)) =0, d.h., f(v) € ker f. Aber f(v) €
im f und im f Nker f = {0}, also f(v) =0, d.h., v € ker f und ker f? C ker f.
Angenommen, dass die JNF von f ein Block mit Grofe r» > 2 und EW 0 enthélt.
D.h., es existiert vy,...,v, € V mit f(v;) = 0 und f(v;) = v,y fir 1 < i < r.
Insbesondere ist v; € ker f aber vy ¢ ker f. Aber f2(vy) = f(f(v2)) = f(v1) = 0,
also vy € ker f? und ker f2 # ker f. Aus b) folgt, dass ,,im f @ ker f = V* nicht gilt.

Wir nehmen nun an, dass die JNF von f keinen Block dieser Form enthélt. Sei
vy, ..., U, eine Basis von V sodass die Matrix von f der folgende form hat:



A1 0 .00

0
: 0
S
0 0 N\
Mo 10 0
0
: 0
S
0 0 X

mit A\; # 0 und mit Blockgrofe rq, ..., r,. Dann ist

ker f = <UT1+'--+Tk+1> Upy e 425 - 7Un>C

und

im f C (vg,. .., Upy gy, )
Also ist ker fNim f = {0}, und wegen der Rangformel haben wir dim(im f+ker f) =
dim(im f) 4+ dim(ker f) — dim(im f Nker f) = rk f + dimker f — 0 = dim V. D.h.,
ker fim f=V.

Aufgabe 3.

a) Da A kein Vielfaches von I ist, gilt degu > 1. Es gilt A? = A, also pu4(z) = 2% — .

b) xa(\) = det(A5 — A) = (A — 1)2X3 also hat A als Eigenwerte 0 und 1. A hat
rang 2, daraus folgt dimker A = dim Eig,(A) = 3. Es gilt auch Ae; = e; und
Aey = ey, also Eig,(A) D (e1, e2)¢ und dim Eig,(A) > 2. Es folgt dim Haug(A) > 3
und dim Hau; (A) > 2. Da die Summe dieser Dimensionen 5 sein muss, muss tiberall
Gleichheit gelten, also

dim Hauy(A) = dim Eigy(A) =3 und dim Hau;(A) = dim Eig;(A) = 2.

C) (/\2 A)(61 VAN 62) = A€1 VAN A€2 =e1 Ney 7é 0.

d) Seiv € C°. Dann ist Av € im A = (ey, €2)¢. Seien vy, vy, v3 € C°. Dann sind Avy, Avy
und Aws linear abhéingig, da sie 3 Vektoren in einen 2-dimensionalen VR sind. Also
ist (A®A)(vy Avg Avg) = Avy A Avg A Avg = 0. Das impliziert, dass A* A = 0 ist.



Alternativlésung: Jeder Standard-Basis-Vektor e; wird von A entweder auf e;
oder auf e, abgebildet. Ist e; A e; A e; ein Standard-Basis-Vektor von /\3 C5 (mit
i < j <k),sokommt in Ae; A Ae; A Aey, also mindestens einer der Vektoren e; und
e doppelt vor; also ist Ae; A Ae; A Aey, = 0.

Aufgabe 4.

a) Sei{e; | i € N} die Standardbasis von R®YN, .d.h., eq = (1,0,0,0,...),e; = (0,1,0,0,0, ...

e = (0,0,2,0,...) usw. Sei u = (1,1,1,1...) € RN. Da u ¢ RPN liegt, gilt, dass
die Menge {e; | i € IN} U {u} ist linear unabhéngig.

Wir erweitern {e; | i € N} U {u} zu einer Basis B von RN. Dann definieren wir a
iiber B durch a(e;) = 0 fiir alle i € N, a(u) = 1, und «(v) beliebig, z.B. = 0, fiir
alleve B\ ({e; | i € N} U {u}).

b) Es gilt a((1,2,4,10,5,5,...)) = a((=4, -3, -1,5,0,0,... )+ (5,5,5,...)) = 0+ 5 =

d.
c¢) Esgilt (a—b); =0 fiir allei > N, d.h., (a—b) € R®N und damit a(a —b) = 0, d.h.,
ala) = a(b).

d) Es gilt b = a — ru, also a(b) = a(a) — a(ru) =r —r = 0.

e) Sei a € RN. Aus d) folgt, dass a = b + ru, wobei r = a(a), mit b € kera; d.h., a
ist die Summe von einem Element des Kerns und einem Element von (u)gr. Anders
ausgedriickt: ker a + (u)g = RF.

Sei nun a € kera N (u)r. Also a = ru fir r € R, und a(a) = a(ru) = r = 0. Also
a=0,dh, kera N (u)g = {0} und somit ker a & (u)r = RN.

Aufgabe 5.
a) Die Menge {e; ®e¢; | 4,5 € {1,2,3}}, auf der f vorgegeben ist, ist eine Basis von
R? ® R3. Also gibt es genau eine solche lineare Abbildung.
b) Es gilt dim(R? ® R?) =9 und R @ R?® = 6, also f kann nicht injektiv sein.

c) Esgilt v = 2(e;®e3)+1(ea®es)+4(e1®eq), also f(v) = 2(e1, e3)+ (e, e3)+4(e1,61) =
(661 + e, 461 + 363).

aj ay
d) Esgilt | as | ®e; = ai(eg @ er) + as(ea ® e1) + az(ez ®eq), also f(|ax | ®ep) =
as as
ay a) + az + ag
ai(er,er) + as(eq, e1) + as(es,er) = (| az |, 0 ).
as 0

e) Da f*(a) € (R® ® R?)* ist, reicht es zu zeigen, dass f*(a) eine Basis von R® ® R?
auf 0 abbildet. Seien i, j € {1,2,3}. Dann ist (f*(«))(e; ® €;) = (o f)(e; @ e;) =
a(fle;®e;)) = aler,e;) = aler,0) + a(0,e;) =1 —1=0. D.h., a € ker f*.

),



