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Aufgabe 1.
a) Seien A\, € R und v,v’, w,w" € V. Dann gilt

BAv 4+, pw +w') = ag(Av + v )ag(pw + w')
= (Aax(v) + o (v)) (paz(w) + az(w'))
= A1 (V) po(w) + Aag (v)az(w') + oq (V) paa(w) + aq (V') g (w')
= A (v, w) + AB(v,w') + pB (v, w) + G, w').

D.h., § ist bilinear.

b) ,,<*“ Angenommen, dass a; und ay linear abhingig sind. Wenn o; = 0 ist, gilt
£ = 0, was symmetrisch ist. Analog gilt f = 0 wenn as = 0. Wenn «; sowohl ay
nicht null sind, dann existiert A € R \ {0} sodass Aa; = as. Seien v,w € V. Dann
gilt

plo,w) = an(v)ag(w)
= A (V)AL (w)
= az(v)ar(w)

D.h., g ist symmetrisch.

»="% Angenommen nun, dass o; und ay linear unabhéingig sind. Dann existieren

as,...,a, € V*sodass ay, ..., q, eine Basis von V* bilden. Aus der Vorlesung, und
da V' endlich dimensional ist, folgt, dass eine Basis vy, ..., v, von V existiert, zu der
ai, ..., die duale Basis ist. Insbesondere gilt

Dann ist B(v1,v2) = ag(v1)as(ve) = 1 und B(vg,v1) = aq(va)ae(vy) = 0, also ist
nicht symmetrisch.

Andere Lo6sung fiir ,,=‘: Angenommen nun, dass  symmetrisch ist. Wenn ent-
weder oy oder ap null ist, dann sind sie linear abhéangig. Wenn beide oy und ap nicht
null sind, dann existieren vy,vy € V sodass «a;(v1) # 0 und as(ve) # 0. Sei v €
ker(aq). Dann gilt (v, v1) = a1 (v)ase(v1) = 0, und auch B(vy,v) = ay(vi)ag(v) =0
per Symmetrie. Aber a;(vy) # 0, daraus folgt as(v) = 0, d.h., ker(a;) C ay. Analog
betrachten wir v € ker(az), dann gilt f(ve,v) = 0 = B(v,v2), also a;(v) = 0 und
ker(a;) = ker(as). Sei U ein Komplement von ker(aq). Seien v, w € U\ 0, dann setzen
wir A = o (v) € R\Ound pp = oy (w) € R\{0}. Dann gilt a; (pv—Aw) = pA—Au =0,



also pv — Aw € ker(ay). Aber pv — Aw € U, also pv — Aw = 0, d.h.; v und w sind
linear abhéngig und dim(U) = 1.

Seiv € U\0. Wir setzen b = a;(v) und ¢ = a(v). Sei w € V, dann ist w = u+w’ mit
u € U und w' € ker(ay). Da dim(U) = 1 sind w und v linear abhéngig, also u = Av
fir ein A € R. Daraus folgt ay(w) = ag(u + w') = Aai(v) = Ab und az(w) = Ac.
Da v € U\ {0}, v ¢ kera; und b = a;(v) # 0. Daraus folgt {a;(w) = az(w), also

$a1 = ay und sie sind linear abhéngig.
c) Sei v € keray. Dann (v,v) = ag(v)ag(v) = 0, also v = 0 da S positiv definit ist.
Also ker(aq) = {0}. Aber dim(V) = dimkera; + dimim «;, und ima; C R, also

dimima; < 1 und dim(V) = dimker oy + dimimay < 1.

Aufgabe 2

a) Wir schreiben in diese Aufgabe [-,-] fiir das standard Skalarprodukt in R". Seien
v,w €V, dann liegt (v, w) = [h(v), h(w)] € R.

Seien A\, € R und v,v',w,w’ € V. Dann gilt

M+, pw+w') = [h(Av+ ), h(pw + ']
= [A(v) + h(V'), ph(w) + h(w')]
= Au[h(v), h(w)] + A[h(v), h(w")] + p[h(v"), h(w)] + [R("), h(w')]
= Au(v, w) + Ay, w') + (o', w) + (v, w').

D.h., (-,-) ist eine Bilinearform.

Seien v,w € V. Dann gilt (v,w) = [h(v), h(w)] = [A(w), h(v)](w,v), d.h., (-,-) ist
symmetrisch.

Sei v € V. Dann (v,v) = [h(v),h(v)] = 0. Sei nun v € V mit (v,v) = 0. Dann gilt
[h(v), h(v)] = 0, also h(v) = 0. Da h injektiv ist, folgt v = 0, d.h., (-,-) ist positiv

definit.
10 0 1 0 1 0
b) Sei h definiert durch die Matrix [0 1 —1|.Danngilt ({1 |,[1])=n([1])TR(|1])
00 1 0 1 0 1
0
(1 10)fo]=0.
1
c) Seien uy, ..., u eine Basis von U und u, . .., u} eine Basis von U’. Dann ist uy, . . ., ug, u}, . . .

eine Basis von V. Sei h: V — R¥** die Isomorphismus definiert durch h(u;) = e;
und h(u;) = egqq. Sei w € U und o' € U’'. Dann gilt uw = ) au; und v’ = ) bu'i,
und (u, ') = > a;bj(u;,u uj) = S > aibjelen; = 0.

Aufgabe 3.

a) Es gilt dimim A*> =n — 3 wenn n > 3, und 0 wenn n < 3.



b) Sei B eine solche Matrix. Sei J die jordansche Normalform von B. Dann sind B3
und J? dhnlich, und daraus folgt dass rk(B3) = rk(J?). Seien 71,...,r; die Grokte
von die Blocke von J. Also n = r; + - -+ + 7. J? ist nun die matrix mit Blocke Jis,
wobei J; ist die i-te Block (mit Grofte r;), und aus a) folgt, dass rk(J?) = r; — 3
wenn r; > 3 und 0 wenn r; < 3.

Dann haben wir 2 = rk(B?) = rk(J3) = rk(J}) + - - - + rk(J?). Also J hat entweder
ein Block mit Grofte 5 oder zwei Blocke mit Grofste 4, insbesondere, n > 5, und
01000

ist ein Beispiel.
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c¢) Aus der Vorlesung folgt, dass (B; ® By)*¥ = (B;)* @ (By)*. Sei nun k sodass B = 0
und seien 4,5 € {1,...,n}. Dann gilt (B; ® By)*(e; ® ¢;) = Bf(e;) ® Bb(ej) =
0® Bi(e;) = 0, also (B; ® Bs)* schickt eine Basis nach 0. D.h., (B; ® By)* =0 und
B; ® B, ist nilpotent.

Aufgabe 4.

0
0 |, und die jordansche Normlaform
1

O~ =

1
a) Die jordansche Normlaform von A ist | 0
0

sind A und B nicht dhnlich.
b) Es gilt Ae; = e1, Aes = ey, und Aez = e; + e3. Dann gilt

von B ist B selbst. Die sind verschieden, als

o

/\2 A(61 A 62) = A61 VAN A€2 =e1 N\ey
/\2 A(61 VAN 63) = A61 VAN A€3 = € VAN (61 + 63) = € VAN €3
/\2 A(€2 A\ 63) = Aeg A A€3 = €9 A (61 + 63) = —€1 N €2 + €9 N €3.

1 0 -1
Also die Matrix von A Aist [0 1 0
00 1

c) C ist diagonalisierbar gdw. eine Basis vy, ..., v, von C" existiert, mit Cv; = A\v;.

Aber dann gilt fiir alle 1 <i < j < n: /\2 C(v; Nvj) = Cu; A Cvj = \Ajv; Avj, d.h,
jede v; A w; ist ein EV von A>C, und die Menge {v; Av; | 1 <i < j <n} ist eine
Basis von A C", die nur EV von A”C enthlt, d.h., \*C ist diagonalisierbar.

Aufgabe 5.

a) Sei a € RPN, f ist so, dass f(a)g = 0 und f(a); = a;_; wenn i > 0. Dann gilt fiir
k€ N, dass f*(a); = a;_y gilt fiir alle i > k und f*(a); = 0 fiir alle i < k.

Sei nun a € R®YN die Folge mit aqy = 1 und a; = 0 fiir alle 7 > 0. Dann gilt

(p(f)(a))2 = (f*(a))2 + 2(f*(a))s = 0+ 2a3_9 = 2 # 0, d.h., p(f)(a) ist nicht die
Nullfolge.



b) Sei g € R[X]\ {0}. Wir schreiben ¢(x) als >_7" ; biz’, wobei n = deg(q), also b, # 0.
Sei a € R®N wie oben, also ag = 1 und a; = 0 fiir i > 0. Dann gilt (¢(f)(a)), =
St o bi(fi(a))n =X i bian—; = b, # 0, also ist ¢(f) nicht die Nullabbildung.

0 wenn ¢ < 2
c¢) Sei a € ker(p(f)). Es gilt (p(f)(a)); = 2aq wenn ¢ =2 .
a;—3 + 2a;_o wenn i > 2
Insbesondere ist ag = 0. Angenommen, dass a; = 0 fiir i € IN. Dann gilt (p(f)(a))i1s =
a; + 2a,41 = 2a;+1. Da a € ker(p(f)) liegt, gilt (p(f)(a))irs = 0, also a;+; = 0. Per
Induktion folgt, dass a; = 0 gilt fiir alle « € IN. Also gilt ker(p(f)) = {0} und p(f)
ist injektiv.



