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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Seien λ, µ ∈ R und v, v′, w, w′ ∈ V . Dann gilt

β(λv + v′, µw + w′) = α1(λv + v′)α2(µw + w′)
= (λα1(v) + α1(v

′))(µα2(w) + α2(w
′))

= λα1(v)µα2(w) + λα1(v)α2(w
′) + α1(v

′)µα2(w) + α1(v
′)α2(w

′)
= λµβ(v, w) + λβ(v, w′) + µβ(v′, w) + β(v′, w′).

D.h., β ist bilinear.

b) „⇐“: Angenommen, dass α1 und α2 linear abhängig sind. Wenn α1 = 0 ist, gilt
β = 0, was symmetrisch ist. Analog gilt β = 0 wenn α2 = 0. Wenn α1 sowohl α2

nicht null sind, dann existiert λ ∈ R \ {0} sodass λα1 = α2. Seien v, w ∈ V . Dann
gilt

β(v, w) = α1(v)α2(w)
= λα1(v)λ

−1α2(w)
= α2(v)α1(w)
= β(w, v).

D.h., β ist symmetrisch.

„⇒“: Angenommen nun, dass α1 und α2 linear unabhängig sind. Dann existieren
α3, . . . , αn ∈ V ∗ sodass α1, . . . , αn eine Basis von V ∗ bilden. Aus der Vorlesung, und
da V endlich dimensional ist, folgt, dass eine Basis v1, . . . , vn von V existiert, zu der
α1, . . . , αn die duale Basis ist. Insbesondere gilt

α1(v1) = 1 α1(v2) = 0
α2(v1) = 0 α2(v2) = 1

.

Dann ist β(v1, v2) = α1(v1)α2(v2) = 1 und β(v2, v1) = α1(v2)α2(v1) = 0, also ist β
nicht symmetrisch.

Andere Lösung für „⇒“: Angenommen nun, dass β symmetrisch ist. Wenn ent-
weder α1 oder α2 null ist, dann sind sie linear abhängig. Wenn beide α1 und α2 nicht
null sind, dann existieren v1, v2 ∈ V sodass α1(v1) ̸= 0 und α2(v2) ̸= 0. Sei v ∈
ker(α1). Dann gilt β(v, v1) = α1(v)α2(v1) = 0, und auch β(v1, v) = α1(v1)α2(v) = 0
per Symmetrie. Aber α1(v1) ̸= 0, daraus folgt α2(v) = 0, d.h., ker(α1) ⊆ α2. Analog
betrachten wir v ∈ ker(α2), dann gilt β(v2, v) = 0 = β(v, v2), also α1(v) = 0 und
ker(α1) = ker(α2). Sei U ein Komplement von ker(α1). Seien v, w ∈ U \0, dann setzen
wir λ = α1(v) ∈ R\0 und µ = α1(w) ∈ R\{0}. Dann gilt α1(µv−λw) = µλ−λµ = 0,



also µv − λw ∈ ker(α1). Aber µv − λw ∈ U , also µv − λw = 0, d.h., v und w sind
linear abhängig und dim(U) = 1.

Sei v ∈ U \0. Wir setzen b = α1(v) und c = α2(v). Sei w ∈ V , dann ist w = u+w′ mit
u ∈ U und w′ ∈ ker(α1). Da dim(U) = 1 sind u und v linear abhängig, also u = λv
für ein λ ∈ R. Daraus folgt α1(w) = α1(u + w′) = λα1(v) = λb und α2(w) = λc.
Da v ∈ U \ {0}, v /∈ kerα1 und b = α1(v) ̸= 0. Daraus folgt c

b
α1(w) = α2(w), also

c
b
α1 = α2 und sie sind linear abhängig.

c) Sei v ∈ kerα1. Dann β(v, v) = α1(v)α2(v) = 0, also v = 0 da β positiv definit ist.
Also ker(α1) = {0}. Aber dim(V ) = dimkerα1 + dim imα1, und imα1 ⊆ R, also
dim imα1 ⩽ 1 und dim(V ) = dimkerα1 + dim imα1 ⩽ 1.

Aufgabe 2.

a) Wir schreiben in diese Aufgabe [·, ·] für das standard Skalarprodukt in Rn. Seien
v, w ∈ V , dann liegt ⟨v, w⟩ = [h(v), h(w)] ∈ R.

Seien λ, µ ∈ R und v, v′, w, w′ ∈ V . Dann gilt

⟨λv + v′, µw + w′⟩ = [h(λv + v′), h(µw + w′]
= [λh(v) + h(v′), µh(w) + h(w′)]
= λµ[h(v), h(w)] + λ[h(v), h(w′)] + µ[h(v′), h(w)] + [h(v′), h(w′)]
= λµ⟨v, w⟩+ λ⟨v, w′⟩+ µ⟨v′, w⟩+ ⟨v′, w′⟩.

D.h., ⟨·, ·⟩ ist eine Bilinearform.

Seien v, w ∈ V . Dann gilt ⟨v, w⟩ = [h(v), h(w)] = [h(w), h(v)]⟨w, v⟩, d.h., ⟨·, ·⟩ ist
symmetrisch.

Sei v ∈ V . Dann ⟨v, v⟩ = [h(v), h(v)] ⩾ 0. Sei nun v ∈ V mit ⟨v, v⟩ = 0. Dann gilt
[h(v), h(v)] = 0, also h(v) = 0. Da h injektiv ist, folgt v = 0, d.h., ⟨·, ·⟩ ist positiv
definit.

b) Sei h definiert durch die Matrix

1 0 0
0 1 −1
0 0 1

. Dann gilt ⟨

1
1
0

 ,

0
1
1

⟩ = h(

1
1
0

)Th(

0
1
1

) =

(
1 1 0

)0
0
1

 = 0.

c) Seien u1, . . . , uk eine Basis von U und u′
1, . . . , u

′
ℓ eine Basis von U ′. Dann ist u1, . . . , uk, u

′
1, . . . , u

′
ℓ

eine Basis von V . Sei h : V → Rk+ℓ die Isomorphismus definiert durch h(ui) = ei
und h(u′

i) = ek+i. Sei u ∈ U und u′ ∈ U ′. Dann gilt u =
∑

aiui und u′ =
∑

biu
′i,

und ⟨u, u′⟩ =
∑∑

aibj⟨ui, u
′
j⟩ =

∑∑
aibje

T
i ek+j = 0.

Aufgabe 3.

a) Es gilt dim imA3 = n− 3 wenn n ⩾ 3, und 0 wenn n < 3.



b) Sei B eine solche Matrix. Sei J die jordansche Normalform von B. Dann sind B3

und J3 ähnlich, und daraus folgt dass rk(B3) = rk(J3). Seien r1, . . . , rk die Größte
von die Blocke von J . Also n = r1 + · · · + rk. J3 ist nun die matrix mit Blocke J3

i ,
wobei Ji ist die i-te Block (mit Größte ri), und aus a) folgt, dass rk(J3

i ) = ri − 3
wenn ri ⩾ 3 und 0 wenn ri < 3.

Dann haben wir 2 = rk(B3) = rk(J3) = rk(J3
1 ) + · · · + rk(J3

k ). Also J hat entweder
ein Block mit Größte 5 oder zwei Blocke mit Größte 4, insbesondere, n ⩾ 5, und
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ist ein Beispiel.

c) Aus der Vorlesung folgt, dass (B1 ⊗B2)
k = (B1)

k ⊗ (B2)
k. Sei nun k sodass Bk

1 = 0
und seien i, j ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt (B1 ⊗ B2)

k(ei ⊗ ej) = Bk
1 (ei) ⊗ Bk

2 (ej) =
0⊗Bk

2 (ej) = 0, also (B1 ⊗B2)
k schickt eine Basis nach 0. D.h., (B1 ⊗B2)

k = 0 und
B1 ⊗B2 ist nilpotent.

Aufgabe 4.

a) Die jordansche Normlaform von A ist

1 1 0
0 1 0
0 0 1

, und die jordansche Normlaform

von B ist B selbst. Die sind verschieden, also sind A und B nicht ähnlich.

b) Es gilt Ae1 = e1, Ae2 = e2, und Ae3 = e1 + e3. Dann gilt∧2A(e1 ∧ e2) = Ae1 ∧ Ae2 = e1 ∧ e2∧2A(e1 ∧ e3) = Ae1 ∧ Ae3 = e1 ∧ (e1 + e3) = e1 ∧ e3∧2A(e2 ∧ e3) = Ae2 ∧ Ae3 = e2 ∧ (e1 + e3) = −e1 ∧ e2 + e2 ∧ e3.

Also die Matrix von
∧2A ist

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

.

c) C ist diagonalisierbar gdw. eine Basis v1, . . . , vn von Cn existiert, mit Cvi = λivi.
Aber dann gilt für alle 1 ⩽ i < j ⩽ n:

∧2C(vi ∧ vj) = Cvi ∧Cvj = λiλjvi ∧ vj, d.h.,
jede vi ∧ vj ist ein EV von

∧2C, und die Menge {vi ∧ vj | 1 ⩽ i < j ⩽ n} ist eine
Basis von

∧2
Cn, die nur EV von

∧2C enthält, d.h.,
∧2C ist diagonalisierbar.

Aufgabe 5.

a) Sei a ∈ R⊕N. f ist so, dass f(a)0 = 0 und f(a)i = ai−1 wenn i > 0. Dann gilt für
k ∈ N, dass fk(a)i = ai−k gilt für alle i ⩾ k und fk(a)i = 0 für alle i < k.

Sei nun a ∈ R⊕N die Folge mit a0 = 1 und ai = 0 für alle i > 0. Dann gilt
(p(f)(a))2 = (f 3(a))2 + 2(f 2(a))2 = 0 + 2a2−2 = 2 ̸= 0, d.h., p(f)(a) ist nicht die
Nullfolge.



b) Sei q ∈ R[X] \ {0}. Wir schreiben q(x) als
∑n

i=0 bix
i, wobei n = deg(q), also bn ̸= 0.

Sei a ∈ R⊕N wie oben, also a0 = 1 und ai = 0 für i > 0. Dann gilt (q(f)(a))n =∑n
i=0 bi(f

i(a))n =
∑n

i=0 bian−i = bn ̸= 0, also ist q(f) nicht die Nullabbildung.

c) Sei a ∈ ker(p(f)). Es gilt (p(f)(a))i =


0 wenn i < 2
2a0 wenn i = 2
ai−3 + 2ai−2 wenn i > 2

.

Insbesondere ist a0 = 0. Angenommen, dass ai = 0 für i ∈ N. Dann gilt (p(f)(a))i+3 =
ai + 2ai+1 = 2ai+1. Da a ∈ ker(p(f)) liegt, gilt (p(f)(a))i+3 = 0, also ai+1 = 0. Per
Induktion folgt, dass ai = 0 gilt für alle i ∈ N. Also gilt ker(p(f)) = {0} und p(f)
ist injektiv.


