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Aufgabe 1. Wir arbeiten als erstes auf R™ mit dem Standard-Skalarprodukt. Sei A €
R™™. Es gilt offensichtlich:

a) tk A =1k AT (Satz 4.4.1)

b) A und AT haben die gleichen Eigenwert, da det(AT — \I) = det(AT — \IT) =
det((A — AI)T) = det(A — ).

Sei nun V' ein endlich-dimensionaler euklidischer R-Vektorraum und sei f € End(V'). Sei
©: R™ — V eine Isometrie. Wir nennen g = ¢~ to fop: R® — R". Es gilt g* = oo f*o:
Seien v,w € R". Damn {g(v), w) = (9 o f 0 ¢(v), w) = (f 0 (u), pw)) = (p(e), 0
o(w)) = (v, o f*op(w)). D.h,, fiir alle v,w € R", (v,g*(w)) = (v, o f* o p(w)),
also folgt ¢g* = o~ 1o f* o .

Dann gilt:

e 1k g* = rk g, und weil ¢ eine Isometrie ist, ist es inbesondere ein Isomorphismus, und
rk f =rkg, rk f* =rk g*.

e g und ¢g* haben die gleiche Eigenwerte. Sei A € R EW von g. Dann gibt es v € R™\{0}
mit g(v) = Av. Dann gilt ¢(g(v)) = Ap(v) und daraus folgt f(¢(v)) = Ap(v), d.h.,
A ist auch EW von f.
Analog sind auch EW von ¢g* EW von f*.

Aufgabe 2. Wir nennen M = (_51 _21>

a) Weil dim(U) = 1 und dim(R?) = 2 < oo, gilt dim(U+) = dim(R?) — dim(U) = 1.
Wir brauchen also nur einen Vektor in U+ zu finden.
a

Eine Basis von U ist <i> Sei <b) € R?. Dann gilt <Z> € U™ gdw. <(Z> ’ (i>> -

0. Es gilt aber ((Z) , G)) —(a b)M (‘D — (a b) (‘11) = 4a +b.

Insbesondere (_14) e Ut und Ut = (<_14)>R.

b) Sei A* die Matrix von f*. Dann gilt fiir alle v, w € R?, dass (Av,w) = (v, A*w), oder
v ATMw = vT M A*w. Weil das gilt fiir alle v,w € R?, haben wir ATM = MA*,

7
oder M—'ATM = A*. Daraus folgt A* = (_91 _>.
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Aufgabe 3. (f o g)* ist der (eindeutige) Endomorphismus, sodass (v,
9)*(v),w) gilt. Per Definition gilt aber (v, fog(w)) = (f*(v), g(w)) = (
(fog) =g of

b

Uber R?, sei f der Endomorphismus definiert durch f( Z )= " und ¢ der Endomor-

phismus definiert durch g(( )) (8) Dann ist f o g((ch)) = (2) Es gilt f* = f,

i = gaver (o (1)) = (§) an oy = o praver og((§)) = (1)

Aufgabe 4.

a) Offensichtlich ist V' abgeschlossen unter + und -. Der Nullvektor ist 0: [0,1] — R
definiert durch x +— 0. Assoziativitdt und Distributivitdt sind auch ganz klar.

b) Bilinearitit folgt aus der Linearitét des Integrals und Symmetrie aus der Kommuta-
tivitdt der Multiplikation.

Sei f € V, f # 0. Dann ist f(z)? > 0 fiir alle x € [0,1] und Ja € [0, 1] mit
f(a)* > 0 (auberdem ist f = 0). Aus Stetigkeit von f folgt, dass [a b] 0,1]
existiert mit f ( )2 > 0 fir alle x € [a,b], und daraus folgt (f, f) = fo de =
[ f@)?de + [ f(2)2dz + [ f(a)?de =0+ 7 f(x)2da 40 > 0.

c) Offensichtlich ist 0 € U. Sei nun f, g € U und A € R. Wir betrachten die Abbildung
h:= \f 4+ g¢. Dann ist h(0) = Af(0) + ¢g(0) =0, d.h., h € U.

d) Sei f € Ut. Die Abbildung g = = - f hegt in U, da g(0) = 0- f(0) = 0. Also
muss (f,g) = 0 sein. Es gilt auch (f, g) fo xf(x)*dz. Weil zf(z)? > 0 ist, muss,
damit das Integral 0 sein kann, zf(z)? = 0 sein fur alle z € [0, 1], und daraus folgt
f(x)? = 0 fiir alle z € (0,1]. Weil f stetig ist, gilt auch f(0) = 0, also f = O:
U+ ={0}.

e) (UHYt ={0}t ={feV|{f,00)=0} =V, und V ist echt groRer als U weil z.B.
1:[0,1] = R, z +— 1 in V liegt aber nicht in U.

Aufgabe 5. Sei §: V x V — R bilinear und f: V x V — R sodass (v, w) = (v, f(w)).
Wir betrachten die folgende Eigenschaften:

(i)* f* ist invertierbar

(iv)* Fiir jede w € V' \ {0} existiert v € V mit (v, w) # 0.

Aus Aufgabe 1 folgt, dass (i)<(1)*.

(i)=(iv). Angenommen, dass f invertierbar ist. Sei v € V'\ {0}. Weil f invertierbar und
insbesondere bijektiv ist, existiert w € V mit f(w) = v. Also gilt (v, w) = (v, f(w)) =
(v,v) # 0 weil v # 0 ist.

Analog gilt (i)*=(iv)*.



—(i)*= —(iv). Angenommen, dass f* nicht invertierbar ist. Also existiert w € V' \ {0}
so dass f*(v) = 0. Daraus folgt, dass (v, w) = (v, f(w)) = (f*(v),w) = 0 gilt fur alle
w € V. Fiir so ein v existiert also kein w sodass B(v, w) # 0.

Analog gilt —(i)= —(iv)*. Jetzt haben wir also (i)<(iv)<(iv)*<(i)*,

—(iv)*= —(iii). Angenommen, dass w € V'\ {0} existiert, sodass (v, w) = 0 gilt fiir alle
v € V.Sei g: V— R linear, sodass g(w) # 0 ist (z.B., ¢ definiert durch g(v) = (w,v)).
Da g(w) # 0 ist aber f(v,w) = 0 ist fiir alle v € V, gibt es kein v € V mit g(w) = B(v, w).

(i)« (ii). Seiwvy,...,v, eine Basis von V und A wie in (ii). Sei B: R" xR" — R definiert
durch B(v,w) = vT Aw. B ist offensichtlich bilinear, und es gilt B(e;, e;) = a;; = B(vi, v;).

A1 H1
Also B(| || ¢ |) =081+ 4+ Ao, ravr + -+ -+ + fpvy).
An Hn
Angenommen, dass f(w) = 0 fiir ein w € V. Dann gilt f(v,w) = 0 fiir alle v € V. Wir
M1 H1
schreiben w als ;" | p;v;. Dann gilt B(e;, | @ |) = B(vi,w) =0. Alsoel (A + |)=0
Mn Hn
M1 0
fiir alle ¢ und daraus folgt A | : | = | :
Lhn, 0
p 0 Hi
Analog, wenn A | @ | = [ : | istfurein | : [ € R™, gilt f(O 1, pvi) = 0.
Hn 0 Hn

Also ker f = {0} gdw ker A = {0}, und f ist invertierbar gdw A invertierbar ist.

(ii)=-(iii). Sei v1,...,v, eine Basis von V und A wie in (ii). Angenommen, dass A
invertierbar ist. Sei B definiert wie oben, d.h., B(v,w) = vT Aw fiir alle v, w € R", und es
A M1
gilt B(| + |, ¢ |)=080MA\v1+ -+ A\vp, o1 + -+ + ).
An fin
Seinun g: V — R linear. Sei G = (g(vy),...,9(v,)) € R™™. Es gilt fiir alle uy, . .., 4, € R,
k1
dass G| ¢+ | = >0 pag(vi) = gD 1, pavs) ist.
Hn
Sei v = (GA™Y)T € R". Also gilt fiir alle w € R", dass B(¢v/,w) = vT Aw = Gw. Wir
At
schreiben v’ als :|. Wir setzen v = Z’;:l Av; € V. Sel w € V. Wir schreiben w als
An
241 A 241
> iz Hivie Dann gilt g(w) =G | = | =B([ = [, |)=BAMvi+ -+ Avn, o1 +
Hn An Hn

R ,Unvn) = B(an)'



