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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Es gilt U ′′ =
⋂

α∈U ′ kerα. Jede kerα ist ein Untervektorraum von V , also ist U ′′ auch
ein Untervektorraum von V .

Sei v ∈ U und sei α ∈ U ′. Per Definition von U ′ gilt α(v) = 0. Also ist v ∈ kerα.
Daraus folgt, dass v ∈ U ′′ liegt, d.h., U ⊆ U ′′.

Wenn U = V , dann gilt U ′′ = V und U = U ′′. Angenommen nun, dass U ̸= V , und
sei v ∈ V \ U . Sei B eine Basis von U , dann ist B ∪ {v} linear unabhängig. Wir
erganzen sie zu eine Basis B′ von V , und wir definieren nun α ∈ V ∗ durch α(v) = 1
und α(w) = 0 für alle w ∈ B′ \ {v}. Dann gilt kerα = ⟨B′ \ {v}⟩K , d.h., α ∈ U ′, und
α(v) ̸= 0, also v /∈ U ′′, d.h., V \ U ⊆ V \ U ′′ oder U ′′ ⊆ U .

b) Sei α1, . . . , αm eine Basis von U und seien αm+1, . . . , αn ∈ V ∗ sodass α1, . . . , αn eine
Basis von V ∗ ist. Aus Kor. 8.2.18 folgt, dass eine Basis v1, . . . , vn von V existiert,
sodass α1, . . . , αn die duale Basis zu v1, . . . , vn ist.

Sei i ⩽ m und j > m, dann gilt αi(vj) = 0. Sei nun α ∈ U , dann lässt sich α als∑m
i=1 biαi schreiben, und daraus folgt α(vj) = 0, d.h., vj ∈ U ′ gilt.

Per Definition von U ′ gilt auch α(U ′) = {0}, d.h. α ∈ U ′′.

Sei nun α ∈ U ′′. Wir schreiben α als
∑n

i=1 biαi. Weil vm+1, . . . , vn ∈ U ′ liegen, gelten
α(vm+1) = bm+1 = 0, . . . , α(vn) = bn = 0, also ist α =

∑m
i=1 biαi ∈ ⟨α1, . . . , αm⟩K =

U .

c) Sei V = K⊕N. Wir definieren αi ∈ V ∗ durch αi((ak)k∈N) = ai und wir setzen
U = ⟨{αi | i ∈ N}⟩K ⊆ V ∗. Dann ist U ′ =

⋂
i∈N kerαi. Sei (ak)k∈N ∈ U ′, dann gilt

αi((ak)k∈N) = ai = 0 für alle i ∈ N, also ist (ak)k∈N die Nullfolge, d.h., U ′ = {0}.
Sei nun α ∈ V ∗, dann gilt α(U ′) = α({0}) = {0}, also V ∗ = U ′′; aber V ∗ ̸= U weil
z.B. α : V → K, (ak)k∈N 7→

∑+∞
i=0 ai in V ∗ \ U liegt.

Aufgabe 2.

a) α1 =
(
1 1

2
−1

2

)
, α2 =

(
0 1 0

)
, α3 =

(
0 −1

2
1
2

)
.

b) Es gilt v = α1(v)v1 + α2(v)v2 + α3(v)v3 =
5
2
v1 + 3v2 +−3

2
v3.

Aufgabe 3.

a) Aus Satz 8.2.16 folgt, dass f bijektiv ist gdw. f ∗ bijektiv ist.



b) Sei β := g(α) ∈ W ∗. Per Definition von f ∗ gilt β(f(v)) = [β ◦ f ](v) = [f ∗(β)](v).
Aber f ∗(β) = f ∗(g(α)) = α. Also gilt [g(α)](f(v)) = β(f(v)) = [f ∗(β)](v) = α(v).

c) Seien β ∈ W ∗ und v ∈ V , dann gilt [f ∗(β)](v) = [β ◦ f ](v) = β(av) = aβ(v), also
f ∗(β) = aβ. Dann ist g definiert durch g(α) = 1

a
α.

Aufgabe 4.

a) Seien w,w′ ∈ V und λ ∈ K. Dann gilt ⟨v, λw + w′⟩ = λ⟨v, w⟩ + ⟨v, w′⟩ weil der
Skalarprodukt linear bezüglich die zweite Eintrag ist.

b) f(v) = vT .

c) Seien v, v′, w ∈ V und λ ∈ K. Dann gilt [f(λv + v′)](w) = ⟨λv + v′, w⟩ = λ⟨v, w⟩ +
⟨v′, w⟩ = [λf(v)+f ′(v)](w) weil der Skalarprodukt linear bezüglich die erste Eintrag
ist.

d) Es gilt [f(vi)](vj) = ⟨vi, vj⟩ = δij weil v1, . . . , vn othonormal ist.

e) Bem. 8.2.12 sagt, dass für jede v ∈ V gilt, dass v =
∑n

i=1 f(vi)(v)vi =
∑n

i=1⟨vi, v⟩vi.
f) Jedes Element von V ∗ lasst sich eindeutig als

∑n
i=1 bif(vi) = f(

∑n
i=1 bivi) schreiben,

also in der Form ⟨v, ·⟩ mit v =
∑n

i=1 bivi.

g) Seien v, w ∈ V . Per Definition von g∗ gilt [g∗(f(v))](w) = [f(v)◦g](w) = [f(v)](g(w)) =
⟨v, g(w)⟩.

h) Sei v′ ∈ V sodass die Abbildung w 7→ ⟨v, g(w)⟩ gleich die Abbidlung ⟨v′, ·⟩ ist. D.h.,
für alle w ∈ V gilt ⟨v, g(w)⟩ = ⟨v′, w⟩. Sei g∗ die adjunktiere Endomorphismus. Dann
nehmen wir v′ = g∗(v).

i) Sei g∗ die duale Morphismus von g und seien v, w ∈ V . Dann gilt [g∗(f(v))](w) =
⟨v, g(w)⟩. Sei nun g∗ die adjunktiere Abbildung von g. Dann gilt ⟨v, g(w)⟩ = ⟨g∗(v), w⟩ =
[f(g∗(v))](w). Daraus folgt g∗(f(v)) = f(g∗(v)) wobei g∗ die adjunktiere oder die
duale Morphismus ist.

j) Dann gilt g∗ = g∗, d.h., die adjunktiere Morphismus gleich die duale Morphismus
ist.


