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Aufgabe 1.

a) Bsgilt U"” = (), ker a. Jede ker o ist ein Untervektorraum von V', also ist U” auch
ein Untervektorraum von V.

Sei v € U und sei a € U’. Per Definition von U’ gilt a(v) = 0. Also ist v € ker a.
Daraus folgt, dass v € U” liegt, d.h., U C U".

Wenn U =V, dann gilt U” =V und U = U”. Angenommen nun, dass U # V', und
sei v € V' \ U. Sei B eine Basis von U, dann ist B U {v} linear unabhéngig. Wir
erganzen sie zu eine Basis B’ von V', und wir definieren nun o € V* durch a(v) =1
und a(w) = 0 fir alle w € B"\ {v}. Dann gilt kerao = (B’ \ {v})k, d.h., @ € U’, und
a(v) #£0,alsov ¢ U”, dh., V\U CV\U" oder U" CU.

b) Sei ay,...,a,, eine Basis von U und seien ay,1,...,q, € V* sodass a, ..., a, eine
Basis von V* ist. Aus Kor. 8.2.18 folgt, dass eine Basis vy,...,v, von V existiert
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sodass g, ..., «, die duale Basis zu vy, ..., v, ist.

Sei i < m und j > m, dann gilt o;(v;) = 0. Sei nun a € U, dann ldsst sich a als
>, bioy schreiben, und daraus folgt «(v;) = 0, d.h., v; € U’ gilt.

Per Definition von U’ gilt auch o(U’) = {0}, d.h. a € U".

Sei nun « € U”. Wir schreiben « als Y, bjoy;. Weil vpi1, ..., v, € U’ liegen, gelten
a(Ums1) = b1 = 0,...,a(v,) = b, =0, also ist « = > " by € (aq,..., Q) Kk =
U.

c) Sei V = KN Wir definieren o; € V* durch o;((az)rew) = a; und wir setzen

U= {{ai|ieN})g € V*. Dannist U = [, kera;. Sei (ax)rew € U’, dann gilt
a;((ag)ren) = a; = 0 fiir alle i € IN, also ist (ay)ren die Nullfolge, d.h., U" = {0}.

Sei nun o € V*, dann gilt a(U’) = a({0}) = {0}, also V* = U"; aber V* # U weil
2B.a: V= K, (a3)ren — Yoig a; in V*\ U liegt.

Aufgabe 2.

o= 5 Hoas=(0 1 0).a=(0 -} 1)

b) Es gilt v = a;(v)v1 + as(v)vs + az(v)vy = vy + 3v, + —3vs.

Aufgabe 3.

a) Aus Satz 8.2.16 folgt, dass f bijektiv ist gdw. f* bijektiv ist.



b) Sei f := g(a) € W*. Per Definition von f* gilt B(f(v)) = [B o f](v) = [f*(B)](v)
Aber f*(8) = f*(9(e)) = a. Also gilt [g(a)](f(v)) = B(f(v)) = [/*(P)](v) = a(v).
c) Seien f € W* und v € V, dann gilt [f*(ﬁ))](v) = [B o fl(v) = Bav) = aB(v), also

f*(B) = af. Dann ist g definiert durch g(o) = Lav.

Aufgabe 4.

a) Seien w,w’ € V und A € K. Dann gilt (v, \w + w') = Mo, w) + (v,w') weil der
Skalarprodukt linear beziiglich die zweite Eintrag ist.

b) f(v) =T

¢) Seien v,v',w € V und A € K. Dann gilt [f(Av + v)](w) = (M + v/, w) = AMv,w) +
(W' w) = [Af(v)+ f'(v)](w) weil der Skalarprodukt linear beziiglich die erste Eintrag
ist.

d) Es gilt [f(v)](v;) = (v, v;) = ;5 weil vy, ..., v, othonormal ist.

e) Bem. 8.2.12 sagt, dass fiir jede v € V gilt, dass v = Y"1 | f(v;)(v)v; = > 1y (vi, v)v;.

f) Jedes Element von V* lasst sich eindeutig als >, b;f(v;) = f(>_i—, biv;) schreiben,
also in der Form (v, -) mit v = > | bv;.

g) Seien v, w € V. Per Definition von ¢g* gilt [¢*(f(v))](w) = [f(v)og](w) = [f(v)](g(w)) =
(v, g(w)).

h) Sei v' € V sodass die Abbildung w +— (v, g(w)) gleich die Abbidlung (v',-) ist. D.h.,

fir alle w € V gilt (v, g(w)) = (v, w). Sei g* die adjunktiere Endomorphismus. Dann
nehmen wir v' = g*(v).

i) Sei ¢g* die duale Morphismus von g und seien v,w € V. Dann gilt [¢*(f(v))](w) =
(v, g(w)). Sei nun g* die adjunktiere Abbildung von g. Dann gilt (v, g(w)) = (¢*(v),w) =
[f(g*(v)](w). Daraus folgt ¢g*(f(v)) = f(g*(v)) wobei g* die adjunktiere oder die
duale Morphismus ist.

j) Dann gilt ¢* = ¢*, d.h., die adjunktiere Morphismus gleich die duale Morphismus
ist.



