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Aufgabe 1.
a) Sei h die folgende Abbildung:

Abb(U x V,W) — Abb(U, Abb(V, W)

. U —  Abb(V,W)

' 15} — V — w
wer ( v = [u,v) )

Sei auch h die folgende Abbildung:

_ Abb(U, Abb(V,W)) — Abb(U x V, W)
h: ; R <va N )
(w,v) = [f(W)](v)

Wir zeigen dass h o 7L = idAbb(U Abb(V,IV)) und 71, oh = idAbb (UxV,W) gelten

Sei f € Abb(U, Abb(V,W)) und seien u € U, v € V beliebige. Dann gilt [[A (h(N)(w)](v) =
1(f))(u,v) per Definition von h. Per Definition von A gilt nun (f))(x, v) = [f(u)](v).
D.h., firallev € V, allew € U und alle f € Abb(U, Abb(V, W) gilt [[a(R(f))](w)](v) =
[f(w)](v), also die Abbildungen A(A(f))](u) und f(u) sind gleich fiir alle v € U und
alle f € Abb(U, Abb(V, W)), also die Abbildungen h(h(f)) und f sind gleich fiir alle

f < Abb(U Abb(V W)) d. h hoh = idAbb(UAbb(VW))

Sei nun 3 € Abb(U x V,W) und seien u € U, v € V beliebige. Es folgt analog aus
der Definition der h und h, dass h(h(8))(u,v) = B(u,v), also ho h = idAbbxv,w)-

Also h und h sind Inversen von ein anders, und sind insbesondere bijektiv.

b) Sei nun H = h|gywxv,w) und H= ﬁ|H0m(U7Hom(V,W)). Wir wollen zeigen:

e im H C Bil(UxV, W), d.h., fiir alle f € Hom(U, Hom(V, W)), H(f) ist bilinear.

e im H C Hom(U, Hom(V,W)), d.h., fur alle g € Bil(U x V, W), H(B) ist linear
(als Abbildung von U nach Abb(V,W)), und fiir alle u € U, [H(8)](u) ist linear
(als Abbildung von V' nach W).

e H ist linear als Abbildung von Bil(U x V, W) nach Abb(U, Abb(V, W)).

Aufgabe 2
a) Sei vy = (g) und o = (a b). Dann gilt ajv; = a+2b =1, ajvy = ax + by = 0,

und asvy =2 —y = 1. Also z.B. vy = <_01> und o = (1 0).



b) Es gibt unendliche viele Moglichkeiten, um vy zu Wéhlen; wenn wir setzen x, dann
kennen wir y aus 2z —y = 1, und dann (a, b) ist die eindeutig Losung von az+by = 0
und a + 2b = 1, also dann gibt es nut 1 Mdoglichkeit, um «; zu wéhlen.

Aufgabe 3.

a, [f(v)](w) € K.
b) Nein, da v ¢ V*.

Ja, fog* € End(W*).

a) J
)
)
d) Nein, da v ¢ Hom(V, V).
)
) J
)

C

e) Nein, da idy ¢ V.
f) Ja, [f(idy)](w) € W.
g) Ja, aop e Bil(W x W, K).

Aufgabe 4.

a) Seien w,w' € W, o,/ € V¥, A € K, und v € V. Es gilt fapiw.a(v) = a(v) -
A + w') = da(v)w + a(v)w = Afpa(V) + fua(V) = [Auwa + fua](v), also ist
f linear beziiglich seine W-Eintrag. Es gilt auch fy ata(v) = [Aa + ¢](v)w =
Aa(V)w~+ o/ (V)w = Afy.a(V) + fu.a (V) = [Awa+ fue](v), also ist f linear beziiglich
seine V*-Eintrag, und f ist bilinear.

b) Sei A die Matrix von fe, o;. Dann ist A;; = 1 und Ay = 0 fiir alle (¢, ") # (i, j).

c) Sei f € Hom(V,W). Sei vy,...,v, € V die Duale Basis zu a,...,q,. Fir i €
{1,...,n}, weil f(v;) € W liegt, lésst er eindeutig als 2?21 bijw; schreiben. Es gilt
also f =37+ fua;, also jede f € Hom(V, W) lésst sich eindeutig als Linearkombina-
tion von fy, o, schreiben, d.h., die Vektoren f,, o, bilden eine Basis von Hom(V, W).

d) Aus Lemma 8.3.6 folgt, dass V* ® W = Hom(V, W) ist.

e) Wenn w = 0 oder a = 0, dann gilt f, ., = 0 und hat Rang 0. Wenn nicht, dann
im f, o = (w)k, also hat Rang 1.

f) Wenn rk(f) = 0, Dann f = foo. Wenn rk(f) = 1, dann wéhlen wir w € im f \ {0}.

Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann gilt es f(v;) = b;w, und wir definieren o € V*
durch a(v;) = b;, sodass f = fi,« gilt.



