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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Seien v1 ∈ V1 \ {0} und v2 ∈ V2 \ {0}. Seien auch B1 ⊆ V1 eine Basis von V1 und
B2 ⊆ V2 eine Basis von V2. Dann existieren a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ K, u1, . . . , un ∈
B1 und w1, . . . , wm ∈ B2 sodass v1 =

∑n
i=1 aiui und v2 =

∑m
j=1 bjwj. Es gilt nun

v1 ⊗ v2 =
∑n

i=1 ai(ui ⊗ (
∑m

j=1 bjwj)) =
∑n

i=1

∑m
j=1 aibj(ui ⊗ wj).

Weil v1 ̸= 0, es gibt mindestens ein i0 ∈ {1, . . . , n} sodass ai0 ̸= 0. Analog, es gibt
j0 ∈ {1, . . . ,m} sodass bj0 ̸= 0.

Weil {u⊗ w | u ∈ B1, w ∈ B2} eine Basis von V1⊗V2 ist, ist insbesondere die Menge
{ui ⊗ wj | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m} linear unabhängig. Weil ai0bj0 ̸= 0, gilt v1 ⊗ v2 =∑n

i=1

∑m
j=1 aibj(ui ⊗ wj) ̸= 0.

D.h., v1 ̸= 0∧v2 ̸= 0 impliziert v1⊗v2 ̸= 0, oder v1⊗v2 = 0 impliziert v1 = 0∨v2 = 0.

b) Seien v1, v
′
1 ∈ V1 \ {0} und v2, v

′
2 ∈ V2 \ {0} sodass v1 ⊗ v2 = v′1 ⊗ v′2. Weil v1 ̸= 0 ist,

existiert eine Basis B1 von V1, die v1 enthält. Analog existiert eine Basis B2 von V2, die
v2 enthält. Da v′1 ∈ V1 liegt, existieren r, r′, a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ K, u1, . . . , un ∈ V1

und w1, . . . , wm ∈ V2, sodass v′1 = rv1 +
∑n

i=1 aiui und v′2 = r′v2 +
∑m

j=1 bjwj gelten.

Weil v1 ⊗ v2 = v′1 ⊗ v′2 ist, gilt

0 = v1⊗v2−v′1⊗v′2 = (1−rr′)v1⊗v2−(r
m∑
j=1

bj(v1⊗wj)+r′
n∑

i=1

ai(ui⊗v2)+
n∑

i=1

m∑
j=1

aibj(ui⊗wj))

Aber {v1 ⊗ v2, v1 ⊗ wj, ui ⊗ v2, ui ⊗ wj | 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m} ist linear unabhän-
gig, also gilt (1 − rr′) = 0, rbj = 0, r′ai = 0, aibj = 0 für alle 1 ⩽ i ⩽ n und
1 ⩽ j ⩽ m. Daraus folgt 1 = rr′, also sind r und r′ nicht Null und r′ = 1

r
; und

rbj = 0 impliziert bj = 0 und r′ai = 0 impliziert ai = 0.

Zuletzt haben wir v′1 = rv1 + 0 und v′2 = r′v2 + 0 = 1
r
v2.

Aufgabe 2.

a) Seien α ∈ (Kn)∗ und w ∈ Km. Sei fw,α ∈ Hom(Kn, Km) definiert durch fw,α(v) =
α(v)w.

Sei nun A = w·α ∈ Km×n. Dann gilt, für alle v ∈ Kn, dass A·v = (w·α)·v = w·(α·v).
Aber α · v ∈ K, also Av = (α · v)w = fw,α(v).



b) A kann nicht als α ⊗ w geschrieben sein: seien α =
(
abc

)
und w =

x
y
z

 so dass

A = α ⊗ w. Dann gilt ax = 1, also a ̸= 0; cz = 1, also z ̸= 0; und az = 0, ein
Widerspruch.

Es gilt aber A =

1 1 0
1 1 0
0 0 0

+

0 0 0
0 1 1
0 1 1

 =
(
1 1 0

)
⊗

1
1
0

+
(
0 1 1

)
⊗

0
1
1

.

c) A =
(
1 1 0

)
⊗

1
0
0

+
(
1 2 1

)
⊗

0
1
0

+
(
0 1 1

)
⊗

0
0
1


d) A =

(
1 0 0

)
⊗

1
0
0

+
(
1 0 0

)
⊗

0
1
0

+
(
0 1 0

)
⊗

1
0
0

+2
(
0 1 0

)
⊗

0
1
0

+

(
0 1 0

)
⊗

0
0
1

+
(
0 0 1

)
⊗

0
1
0

+
(
0 0 1

)
⊗

0
0
1



Aufgabe 3.

a) α(e1 ⊗ e1) = 5, α(e1 ⊗ e2) = −1, α(e2 ⊗ e1) = −1, α(e2 ⊗ e2) = 2

b) α(

(
a11 a12
a21 a22

)
) = 5a11 − a12 − a21 + 2a22.

Aufgabe 4.

a) Wir suchen eine Abbidlung β, die bilineare ist, die von V × (W1 ⊕W2) nach (V ⊗
W1)⊕ (V ⊗W2) geht, und die so ist, dass die Abbildung HU : Hom((V ⊗W1)⊕ (V ⊗
W2), U) → Bil(V × (W1 ⊕ W2), U), g 7→ g ◦ β bijektiv ist für alle K-Vektorraum
U . Dann wird v ⊗ (w1, w2) = β(v, (w1, w2)) sein, also wir brauchen auch, dass
β(v, (w1, w2)) = (v ⊗ w1, v ⊗ w2) gilt.

b) Sei β : V × (W1 ⊕ W2) → (V ⊗ W1) ⊕ (V ⊗ W2) definiert durch β(v, (w1, w2)) =
(v ⊗ w1, v ⊗ w2).

• β ist bilineare: seien v, v′ ∈ V , w1, w
′
1 ∈ W1, w2, w

′
2 ∈ W2 und λ ∈ K.

Es gilt β(λv + v′, (w1, w2)) = ((λv + v′) ⊗ w1, (λv + v′) ⊗ w2) = (λ(v ⊗ w1) +
v′ ⊗ w1, λ(v ⊗ w2) + v′ ⊗ w2) = (λ(v ⊗ w1), λ(v ⊗ w2)) + (v′ ⊗ w1, v

′ ⊗ w2) =
λ(v ⊗ w1, v ⊗ w2) + (v′ ⊗ w1, v

′ ⊗ w2) = λβ(v, (w1, w2)) + β(v′, (w1, w2)).
Es gilt auch β(v, λ(w1, w2) + (w′

1, w
′
2)) = · · · = λβ(v, (w1, w2)) + β(v, (w′

1, w
′
2)).

• Sei U ein K-Vektorraum und seien g1, g2 ∈ Hom((V ⊗ W1) ⊕ (V ⊗ W2), U)
sodass g1 ◦ β = g2 ◦ β. Seien v ∈ V , w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2. Dann gilt
g1(β(v, (w1, w2))) = g1(v ⊗ w1, v ⊗ w2) = g2(v ⊗ w1, v ⊗ w2). Seien B,B1

und B2 Basen von V , W1 und W2. Dann ist {(u⊗ w, 0) | u ∈ B,w ∈ W1} ∪
{(0, u⊗ w) | u ∈ B,w ∈ W2} eine Basis von (V ⊗ W1) ⊕ (V ⊗ W2). g1 und g2
sind identisch über diese Basis, also sind sie gleich aus Linearität. D.h., die
Abbildung HU ist injektiv.



• Sei U ein K-Vektorraum und sei f ∈ Bil(V × (W1 ⊕W2), U). Wir betrachten
nochmal Basen B,B1 und B2 von V , W1 und W2. Dann definieren g ∈ Hom((V⊗
W1) ⊕ (V ⊗ W2), U) durch g(u ⊗ w, 0) = f(u, (w, 0)) für u ∈ B und w ∈ B1,
und g(0, u⊗ w) = f(u, (0, w)) für u ∈ B und w ∈ B2.
Sei u ∈ B, w1 ∈ B1 und w2 ∈ B2. Dann gilt g(β(u, (w1, 0))) = g(u ⊗ w1, 0) =
f(u, (w1, 0)) und g(β(u, (0, w2))) = g(0, u⊗w2) = f(u, (0, w2)), also f und g ◦β
sind identisch über eine Basis, also sind sie gleich aus Bilinearität. D.h., HU ist
surjektiv.

Aufgabe 5. Sei γ : V1×V2×V3 → W multilineare. Seien B1, B2 und B3 Basen von V1, V2

und V3. Sei g : V1⊗V2⊗V3 → W linear, definiert über die Basis {v1 ⊗ v2 ⊗ v3 | v1 ∈ B1, v2 ∈ B2, v3 ∈ B3}
durch g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) = γ(v1, v2, v3).
g existiert und ist eindeutig, da sie ist definiert über eine Basis. Sei nun v1 ∈ V1, v2 ∈
V2, v3 ∈ V3. Wir schreiben v1 als

∑n
i1
aiu1,i mit ai ∈ K und u1,i ∈ V1, v2 als

∑m
i=1 biu2,i

mit bi ∈ K und u2,i ∈ V2, und v3 als
∑n

i=1 ciu3,i mit ci ∈ K und u3,i ∈ V3. Dann gilt
g(v1⊗v2⊗v3) = g(

∑
1⩽i,j,k⩽n aibjck(u1,i⊗u2,j⊗u3,k)) =

∑
1⩽i,j,k⩽n aibjckg(u1,i⊗u2,j⊗u3,k) =∑

1⩽i,j,k⩽n aibjckγ(u1,i, u2,j, u3,k) = γ(
∑n

i=1 aiu1,i,
∑m

i=1 biu2,i,
∑n

i=1 ciu3,i) = γ(v1, v2, v3).


