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Aufgabe 1.
a) Seien v; € Vi \ {0} und vy € V5 \ {0}. Seien auch B; C V; eine Basis von V; und
By C V5 eine Basis von V5. Dann existieren aq, ..., a,,01,...,0, € K, uy,...,u, €
By und wy,...,w, € By sodass vy = > . a;u; und vy = 27:1 bjw;. Es gilt nun

U1 @ =3 ai(w @ (301, bjwy)) = 3001 20T aibj(us ® wy).

Weil v # 0, es gibt mindestens ein ig € {1,...,n} sodass a;, # 0. Analog, es gibt

Jo € {1,...,m} sodass b;, # 0.

Weil {u ® w | u € By, w € By} eine Basis von V; ® V4 ist, ist insbesondere die Menge

{u; @w; | 1 <i<n,1<j<m} linear unabhéngig. Weil a;,b;, # 0, gilt v; ® vy =

D it 2 aibj(u; @ wy) # 0.

D.h., v; # 0Awvy # 0 impliziert v; ®vy # 0, oder v1 ®vy = 0 impliziert v; = 0V vy = 0.
b) Seien vy, v] € Vi \ {0} und vq, v € V3 \ {0} sodass v; ® vy = v} ® vh. Weil vy # 0 ist,

existiert eine Basis By von V1, die vy enthalt. Analog existiert eine Basis By von V5, die

vy enthélt. Da v € Vj liegt, existieren r, 7/, a1, ..., a,,b1,..., b € K, uy,...,u, € V4

und wy, . .., wy, € Va, sodass v} = rv; + Y ., a;u; und vh = r'vy + Z;nzl bjw; gelten.

Weil vy ® vy = v] @ v}, ist, gilt

0 = v1Quy—v| @y = (1—r1" ) v Qug— er] v1Qw;)+r Zaz U; QU —i—ZZaz (u;@w;))
7j=1

=1 j5=1

Aber {v1 @ v2, 1 @ W), u; ® Vo, u; @w; | 1 <i<n,1 < j<m} ist linear unabhén-
gig, also gilt (1 —rr’') =0, rb; = 0, r'a; = 0, a;b; = 0 fiir alle 1 < 7 < n und
1 < 7 < m. Daraus folgt 1 = r/, also sind r und ' nicht Null und ' = %; und

rb; = 0 impliziert b; = 0 und r'a; = 0 impliziert a; = 0.

Zuletzt haben wir v} = rv; + 0 und vy = r'vy + 0 = %vg.

Aufgabe 2

a) Seien o € (K™)* und w € K™. Sei fyo € Hom(K", K™) definiert durch f, (v) =
a(v)w.
Seinun A = w-a € K™*™. Dann gilt, fiir allev € K™, dass A-v = (w-a)-v = w-(a-v).
Aber a-v € K, also Av = (a - v)w = fy.q(v).



i

b) A kann nicht als @ ® w geschrieben sein: seien @ = (abc) und w = [y | so dass
z
A = a®w. Dann gilt ax = 1, also a # 0; cz = 1, also z # 0; und az = 0, ein
Widerspruch.
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Esgiltaber A= |1 1 0)+(0 1 1|=(110e[1]+(0 1 )a|[1
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Aufgabe 3.
a) ae1®er) =5, ale1 ®ez) = -1, alea ®er) = -1, alez ® ez) =2

b) a( (an Clm)) = 5a;; — a1a — a9y + 2a99.
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Aufgabe 4.

a) Wir suchen eine Abbidlung (3, die bilineare ist, die von V' x (W; @ W5) nach (V ®
W)@ (V@ Ws,) geht, und die so ist, dass die Abbildung Hy: Hom((Ve@W;) & (V&
Ws),U) — Bil(V x (W) & Wg),U), g +— g o [ bijektiv ist fiir alle K-Vektorraum
U. Dann wird v ® (wy,ws) = B(v, (wy,ws)) sein, also wir brauchen auch, dass
B, (wy,ws)) = (v @ wy, v @ wy) gilt.

b) Sei B: V x (W, @& W) — (V@ W) @ (V ® W) definiert durch S(v, (wy, ws)) =
(v ® wy, v ws).

e [ ist bilineare: seien v,v" € V., wy,w| € Wy, wqe,wh € Wy und A € K.
Es gilt f(Av + v/, (w1, ws)) = (A 4+ ") @ wy, (Av + ") @ wa) = (Av @ wy) +
V'@ w, A(v @ wy) + vV @ wy) = (A(v @ wy), A(v® wsy)) + (Vv ® wy, v @ wy) =
AV @ wy,v @ wy) + (V@ wy, v @ we) = AB(v, (wy,ws)) + BV, (wy,ws)).
Es gilt auch (v, A(wy, we) + (wi,wh)) = -+ = AB(v, (wy, ws)) + B(v, (w], wh)).
e Sei U ein K-Vektorraum und seien g1,92 € Hom((V ® Wy) @ (V ® W), U)
sodass gy o = go 0 . Seien v € V, w; € Wy und wy € W, Dann gilt
91(B(v, (wi,ws))) = g1(v @ wi,v ® wy) = ga(v ® w1, v @ wy). Seien B, By
und By Basen von V, Wi und W,. Dann ist {(u® w,0) | u € B,w € Wi} U
{(0,u®@w) | u € B,w € Wy} eine Basis von (V @ W;) @ (V ® Ws). g1 und go
sind identisch iiber diese Basis, also sind sie gleich aus Linearitdt. D.h., die
Abbildung Hy ist injektiv.



e Sei U ein K-Vektorraum und sei f € Bil(V x (W & W), U). Wir betrachten

nochmal Basen B, By und By von V', W und Wy. Dann definieren g € Hom((V®
W) & (Ve Ws),U) durch g(u ® w,0) = f(u, (w,0)) fir u € B und w € By,
und ¢g(0,u ® w) = f(u, (0,w)) fir u € B und w € By.
Sei u € B, wy € By und we € By. Dann gilt g(f(u, (wq,0))) = g(u ® wy,0) =
f(u7 (wh 0)) und g(ﬁ(U, (0>w2))) = g<07 u®w2) = f<u7 (vaQ))a also f und gof3
sind identisch iiber eine Basis, also sind sie gleich aus Bilinearitat. D.h., Hy ist
surjektiv.

Aufgabe 5. Sei v: V; x V5 x V3 — W multilineare. Seien By, By und B3 Basen von V;, 1,

und V3. Sei g: Vi@VL®Vs — W linear, definiert tiber die Basis {v; ® vy ® v3 | v1 € By, vy € By, v3 € B3}
durch g(vi ® vo ® v3) = y(v1, v2,v3).

g existiert und ist eindeutig, da sie ist definiert {iber eine Basis. Sei nun v; € Vi, vy €

Va,v3 € Va. Wir schreiben vy als 377 auy; mit a; € K und uy; € Vi, vy als Y07, biug

mit b; € K und uy; € V5, und vz als Z?:l ciuz; mit ¢; € K und ug; € V3. Dann gilt

(11 @vQu3) = 9(Z1<i,j,k<n abjcr(ur,;@ug j@usy)) = Zlgmkgn a;bjcrg(ur ;@ug jQus)) =

21<i7j7k<n aibjck'Y(Ul,ia U2,j, Us,k) = 7(2?;1 ;U iy 2111 biug;, 2?21 ciu?;,i) = 7(01, V2, Us)-



