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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Sei g : R4×R4 → R6 definiert durch g(


a1
a2
a3
a4

 ,


b1
b2
b3
b4

) =


c12
c13
c14
c23
c24
c34

 mit cij = aibj−biaj.

g ist bilinear:
Also existiert ĝ ∈ Hom(R4 ⊗R4,R6) sodass ĝ(v ⊗ w) = g(v, w).
Sei U = ⟨{v ⊗ v | v ∈ R4}⟩R. Dann gilt R4 ∧R4 = R4 ⊗R4/U .
Sei v ∈ R4, dann gilt ĝ(v ⊗ v) = g(v, v) = 0, d.h, g(U) = {0}. Also definieren wir
f : R4 ∧R4 durch f(v ∧ w) = ĝ(v, w), und f ist wohldefiniert und linear.

b) Es gilt f(e1∧e2) = e1, f(e1∧e3) = e2, f(e1∧e4) = e3, f(e2∧e3) = e4, f(e2∧e4) = e5,
und f(e3 ∧ e4) = e6, also f ist bijektiv.

c) Seien


a1
a2
a3
a4

 ,


b1
b2
b3
b4

 ∈ R4. Angenommen, dass f(


a1
a2
a3
a4

 ∧


b1
b2
b3
b4

) =


1
0
0
0
0
1

.

Wenn a1 = 0, dann folgt a1b2 − a2b1 = −a2b1 = 1, also b1 ̸= 0, und a1b3 − a3b1 =
−a3b1 = 0, also a3 = 0, und a1b4 − a4b1 = −a4b1 = 0, also a4 = 0. Es gilt zuletzt
a3b4 − a4b3 = 1, aber a3 = a4 = 0, eine Widerspruch. D.h., a1 ̸= 0.
Sei λ = b1

a1
. Es gilt λa1 = b1. Aus a1b2−a2b1 = 0 folgt, dass λa2 = b2. Aus a1b3−a3b1 =

0 folgt, dass λa3 = b3. Zuletzt aus a1b4 − a4b1 = 0 folgt, dass λa4 = b4. Also gilt

λ


a1
a2
a3
a4

 =


b1
b2
b3
b4

 und


a1
a2
a3
a4

 ∧


b1
b2
b3
b4

 = 0, daraus folgt f(


a1
a2
a3
a4

 ,∧


b1
b2
b3
b4

) = 0, eine

Widerspruch.

Aufgabe 2.

a) Wir betrachten
∧ℓ h−1 :

∧ℓ W →
∧ℓ V .

Seien v1, . . . , vℓ ∈ V . Dann gilt
∧ℓ h−1(

∧ℓ h(v1 ∧ · · · ∧ vℓ)) =
∧ℓ h−1(h(v1) ∧ · · · ∧

h(vℓ)) = h−1(h(v1)) ∧ · · · ∧ h−1(h(vℓ)) = v1 ∧ · · · ∧ vℓ, d.h.,
∧ℓ h−1 ◦

∧ℓ h = id∧ℓ V .

Analog ist
∧ℓ h ◦

∧ℓ h−1 = id∧ℓ W , d.h.,
∧ℓ h−1 ist das Invers von

∧ℓ h, die ein
Isomorphismus ist.



b) Sei h : Kn → V ein Isomorphismus und sei f ∈ End(V ). Sei auch A die Matrix von
h−1 ◦ f ◦ h ∈ End(Kn). Dann ist per Definition det f gleich detA.

Wir betrachten nun
∧n f ∈ End(

∧n V ). Es gilt f = h◦h−1 ◦ f ◦h◦h−1, also
∧n f =∧n(h◦h−1◦f◦h◦h−1) =

∧n h◦
∧n(h−1◦f◦h)◦

∧n h−1. Aber
∧n(h−1◦f◦h) =

∧nA ∈
End(

∧n Kn) = detA · id∧n Kn . Daraus folgt
∧n f =

∧n h◦ (detA id∧n Kn)◦
∧n h−1 =

detA(
∧n h ◦

∧n h−1) = detA id∧n V .

Aufgabe 3. det

3 2 1
1 2 0
1 0 1

 = 1det

(
1 2
1 0

)
+ 1det

(
3 2
1 2

)
= −2 + 6− 2 = 2.

det

2 2 1
0 2 0
1 0 1

 = 1det

(
0 2
1 0

)
+ 1det

(
2 2
0 2

)
= −2 + 4 = 2.

Also x1 =
2
2
= 1.

Aufgabe 4.

a) Aus Satz 8.4.13 folgt, dass dim(
∧3
R3) = (33) = 1. Da

∧3
R3 = (R3)⊗3/U3 ist, gilt

1 = dim(
∧3
R3) = dim((R3)⊗3) − dim(U3) = 33 − dim(U3) = 9 − dim(U3), also

dim(U3) = 8.

b) Die Vektoren e1 ⊗ e1, e2 ⊗ e2 und (e1 + e2) ⊗ (e1 + e2) sind in U2 und sind linear
unabhängig: Seien a, b, c ∈ R sodass ae1⊗e1+be2⊗e2+c(e1+e2)⊗(e1+e2) = 0. Dann
gilt (a+c)e1⊗e1+(b+c)e2⊗e2+ce1⊗e2+ce2⊗e1 = 0. Da {ei ⊗ ej | 1 ⩽ i, j ⩽ 2} eine
Basis von (R2)⊗2 ist, gilt a+ c = 0, b+ c = 0, und c = 0. Daraus folgt a = b = c = 0
und die Vektoren sind linear unabhängig.


