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Losungsvorschlag
Aufgabe 1.

C12

ay by €13
a) Sei g: R*x R* — RS definiert durch g( [ “* | , b )= | M| mit ¢;; = asb; —ba;.

as bs C23
aq by C24

C34

g ist bilinear:

Also existiert g € Hom(R* ® R*, R®) sodass g(v ® w) = g(v, w).

Sei U = ({v®@wv | v e R})g. Dann gilt R* AR* = R* @ R*/U.

Sei v € R?, dann gilt g(v ® v) = g(v,v) = 0, d.h, g(U) = {0}. Also definieren wir
f: RYAR? durch f(v Aw) = g(v,w), und f ist wohldefiniert und linear.

b) Es gilt f(e1Aez) = e1, f(erAes) = e, fle1Ney) = es, fleaNes) = eq, f(eaNey) = e,
und f(es A ey) = eg, also f ist bijektiv.
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ax by a1 by 0
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c) Seien a |7 | s € R*. Angenommen, dass f( a A by ) = 0

a4 by ay4 by 0

1
Wenn a; = 0, dann folgt ai1bs — asb; = —ashy = 1, also by # 0, und a,b3 — azb; =
—asb; = 0, also ag = 0, und a,b4 — asby = —aysby = 0, also a4 = 0. Es gilt zuletzt

agby — asbs = 1, aber ag = a4 = 0, eine Widerspruch. D.h., a; # 0.

Sei A = b1 . Es gllt )\Cll = b1 Aus a1b2—a261 =0 fOlgt dass )\CLQ = b2 Aus CL1b3 a361
0 folgt, dass Aaz = bs. Zuletzt aus a;by — asby = 0 folgt, dass Aay = by. Also gilt

aq bl aq bl ay bl
a9 . b2 a9 b2 . a9 bQ . .
A a | = 15 und a A by | = 0, daraus folgt f( 0 A by ) =0, eine
ay b4 ay b4 Qy b4
Widerspruch.
Aufgabe 2

a) Wir betrachten A°h~1: A'W = A\°V.
Seien vy, ...,v; € V. Dann gilt A“A L (A h(vy A+ Avp)) = A h_lgh(vl) A A
h(ve)) = h Y (h(v)) A+ Ah Y Rh(v))) = v A Avg, &b, ACh o APk =id e

Analog ist A“ho A‘h7' = id ey, dh., AR ist das Invers von A’h, die ein

[somorphismus ist.



b) Sei h: K™ — V ein Isomorphismus und sei f € End(V). Sei auch A die Matrix von
h™'o foh € End(K™). Dann ist per Definition det f gleich det A.

Wir betrachten nun A" f € End(A\" V). Es gilt f = hoh o fohoh™', also \"
N'(hoh™tofohoh™) = A" hoN"(h=tofoh)o A" h~t. Aber \"(h~tofoh) = \"
End(A\" K™) = det A-idp» n. Daraus folgt A" f = A" ho(det Aidpn gn)o A" R
det A(N"ho A\"h™') =det Aidpny.
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Aufgabe 3. det |1 2 0] =1det + 1det =—-246—-2=2.
1 01 L2

Aufgabe 4.

a) Aus Satz 8.4.13 folgt, dass dim(A*R?) = (3) = 1. Da A’ R? = (R®)®3/U; ist, gilt
1 = dim(A’R?) = dim((R*)®3) — dim(Us) = 3% — dim(Us) = 9 — dim(Us), also

b) Die Vektoren e; ® e, ea ® ey und (e; + €3) ® (€1 + e3) sind in U und sind linear
unabhéngig: Seien a, b, ¢ € R sodass ae; ®e;+bes@es+c(e1+e2)®(e1+e3) = 0. Dann
gilt (a+c)eg®er+(b+c)ea®@ea+ce;@eg+cea®e; = 0. Da{e; ®e; | 1 < 4,5 < 2} eine
Basis von (R?)®? ist, gilt a4+ ¢ =0, b+ ¢ =0, und ¢ = 0. Daraus folgt a =b=c =0
und die Vektoren sind linear unabhéngig.



