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Aufgabe 1.

<: Sei A € C™™. Angenommen, dass eine Matrix B € C"*" existiert mit A = BT B. Es
- —7T =T _ 7T .

gilt A = (BTB) =B B =B"B=A. D.h., A ist hermitesche.

Sei nun v € C". Also ist v"Av = v"BT"Bv = (Bv)" - (Bv). Es gilt Bv € C", also gilt

(Bv)T - (Bv) = (Bv, Bv) > 0, wobei (-,-) das standard Skalarprodukt in C™ ist. D.h., A
ist positiv semidefinit.

=: Sei D € (C™"™ hermitesche, diagonal, und positiv semidefinit. Wir setzen D =
ai
mit ay,...,a, € C. Weil D positiv semidefinit ist, gilt el De; = a; > 0.
G,
\/a_l
Also existiert \/a; in R, und wir setzen B = . Dann gilt D = BTB.
Van

Sei nun A hermitesche und positiv semidefinit. Aus 6.5.6 folgt, dass eine unitdre Matrix
S € C™*" existiert mit ST'AS diagonal. Wir setzen D = S~1AS. Weil S unitire ist, gilt
S 1=5" wnd D" = (51A4S) =5 A'S =S5"1AS = D, da A hermitesche ist. D.h., D
ist hermitesche.

Sei nun v € €. Wir haben v7 D7 = v7 S~ AS7. Also vTDv = 075" AST = (Sv)TA(Sv) >

0 weil A positiv semidefinit ist.

D.h., D ist hermitesche, diagonal, und positiv semidefinit; aus dem, was wir oben geschrie-
ben haben, folgt, dass By € C™*" existiert mit D = Bl By. Sei B = ByS?. Also haben wir

A=8DS' = SBIB,S = (ByST)"(B,ST) = BTB.
Aufgabe 2.
a) e det(A;) =det(1l)=1>0,
o det(Ay) = det (1 2) —1>0,

2 5
o det(Az) = det(A) = —17 < 0: A ist nicht positiv definit.
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Nicht alle diagonale Eintrige sind positiv, also ist A nicht positiv definit.

Aufgabe 3.

a)

xa(A) = det(A— M) = A2 —2cos(a)A + 1. A = 4cos?(a) — 4 = —4sin?(a) < 0, also
sind die Nullstellen von x4 gleich w = ¢*@ D.h., die EW von A haben
Modul 1.

Die Vektoren v; = - C) v =L G) sind EV und bilden eine ONB von C2.

Es gilt auch AAT = I, also ist A jedoch unitére.

Sei A unitére. Insbesondere ist A normal. Aus den Spektralsatz 6.5.3 folgt, dass eine
ONB von C" existiert, die nur EV von A enthélt. Also vy, ..., v, sind ONB und es
gibt A1,..., \, € C, sodass Av; = \w; gilt fiir ¢ € {1,...,n}.
Jetzt haben wir 1 = (v, v;) = (v;, A*Av;) = (Av;, Avy) = g, Mog) = Midilvg, ) =
Al
Sei vy, ...,v, ONB von C", sodass Av; = \ju; mit |\;| = 1. Sel M = (vq]...|v,) €
C". M ist unitére, da M M = (070;)1<ijen = 1. Wir setzen D = M*AM =
A1 A1A
. D ist unitare, als DET = =J. Also ist A =
An AnAn

M DM?* auch unitéare, da ein Produkt von unitdre Matrizen unitér ist.

Aufgabe 4.

a)

b)

Zu zeigen:

e Hom(V, K) ist abgeschlossen unter +

e + ist assoziativ auf Hom(V, K)

e Es existiert ein neutral Element fiir + in Hom(V, K)

e Jeder Element in Hom(V, K) hat ein Inverses in Hom(V, K)

e -+ ist kommutativ in Hom(V, K)

e Hom(V, K) ist abgeschlossen unter -, also fiir alle A € K und f € Hom(V, K),
gilt A+ f € Hom(V, K)

e - ist assoziativ auf K x K x Hom(V, K), also fiur alle A\,u € K und f €
Hom(V, K), gilt (A\-p) - f=A-(u- f)

o fiir alle f € Hom(V, K) gilt 1- f = f

e Distributivitéat: fiir alle A\, p € K und f,g € Hom(V, K) gilt (A+p)-f = X-f+pu-g
und A-(f+g) =A-f+A-g

Eine Abbildung ¢g: V' — Hom(V, K) ist genau dann linear, wenn fiir alle A € K und
alle v, v, w € V gilt [g(Av +v)](w) = [Ag(v) + g(v")](w).



c) Seien v,v,w € V und A € K. Wir haben S,(Av + v',w) = [g(Av + V')](w
[Ag(v) + g(v")](w), weil g linear ist. Per Definition von + auf Hom(V, K) ist [Ag(v)
g(v")](w) = [Ag(v)](w)+]g(v")](w). Per Definition von - auf Hom(V, K) ist [Ag(v)](w) =
Alg(0))(w). Also haben wir [g(v) + g(e")]() = Alg(v)](w) + [g(t")] (1) = Ady(v,w) +
By(v', w), also ist v — B,(v, w) linear fiir alle w € V.

+ |l

Seien nun v,w,w’ € V und A € K. Wir haben 5,(v, \w +w’) = [g(v)](Aw + w’). Per
Definition von g liegt g(v) in Hom(V, K), d.h., g(v) ist linear und [g(v)](Aw 4+ w') =
Ag(0)](w) + [g(v)](w") = ABy(v, w) + By(v,w'), also ist w +— Fy(v, w) linear fiir alle
velV.

d) Seien v,w,w’ € V und A € K. Es gilt [gs(v)](Mw+w') = B(v, \w+w') = A\F(v,w) +
Blv,w') = Ags(v)](w) + [gs(v)](w"). D.h., gs(v) ist linear, also ein Element von
Hom(V, K).

e) Seien v,v',w € V und A € K. Es gilt [g5(Av + ¢')](w) = B(Av + v/, w) = AB(v,w) +
B(v', ) = Ags(0)] (1) +[g5(")] () = g (0)+g5 (")) (w). D.h, g2 V — Hom(V, K
ist linear.

f) Sei g: V' — Hom(V, K) linear und sei v,w € V. Dann gilt [gg, (v)](w) = B4(v,w) =
[9(v)](w), also g(v) = gs,(v) fiir alle v, d.h., g = gs,. Analog gilt 8,, = 3 fiir alle
bilinear Formen 3. Also die Abbildung 3 — g3 ist eine Bijektion und sein Inverses
ist g — fy.



