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Aufgabe 1.

2)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Behauptung: Drei Untervektorrdume U, Uy, Us existieren, sodass Uy & Uy =
Uy ® U3 =Us @ U =V gilt, gdw. dim(V') gerade ist.

Beweis: Angenommen, dass solche Uy, U, U; existieren. Dann gilt dim(V) =
dim(U;) + dim(Us) und dim(V) = dim(Us) + dim(Us), also dim(Us3) = dim(U;). Es
gilt auch dim (V') = dim(U;) + dim(U;) = 2dim(U;), also ist dim(V") gerade.

Angenommen nun, dass dim (V') gerade ist, also wir setzen dim(V') = 2n mit n € IN.
Sei vy, ..., Uy, eine Basis von V. Wir setzen Uy = (vy, ..., 0n)k, Uy = (Uni1, -+, Von) K,
und Us = (v1 + Upg1,---,Un + V2n) k. Da vq,...,0v, linear unabhéngige sind, gilt
dim(U;) = n. Analog gilt dim(Us) = n. Zuletzt gilt dim(Us) < n, da Us durch n
Vektoren ezeugt ist.

Alle die Vektoren v; liegen in Uy + Us, also V. = Uy 4+ Uy. Aber dim(U; N Us) =
dim(U;) + dim(Us) —dim(V) =n+n—2n =0, also UyNU; = {0} und U; @ Uy = V
gilt.

Seii € {1,...,n}. Dann liegen v; € Uy + Uz und v, ; = —v; + (v; + vp1y) € Uy + Us.
Dann ist Uy + Us = V. Es gilt aber dim(U; NUs) = dim(U; ) + dim(Us) — dim(V') =
dim(Us) —n <n—n =0, also ist dim(U; NU;) =0 und U; & Us =V gilt.

Analog gilt Uy @ Uz = V.

In IF3 gibt es nur drei Untervektorrdume mit Dimension 1: { (8) : (é) A (8) , (1) }

und {(8) : ((1)) }. Also vier solche Untervektorrdume existieren nicht.

Behauptung: vier solche Untervektorraume existieren gdw. dim(V") gerade ist und
entweder K # IFy oder dim(V') # 2.

Beweis: Wenn K # IFy: Wir setzen Uy, Uy und Us wie oben. Sei nun A € K\ {0, 1}.
Jetzt setzen wir Uy = (v1 + ANyt -+, Up + AV2y) . Dann gilt Uy @ Uy = Us & Uy =
Uso Uy =V.

Wenn dim(V) > 2: Wir setzen U;, Us und Us wie oben. Jetzt setzen wir Uy =
(V1 + U2+ Vpi1y vy Upo1 + U +Vop_1, Uy + 01 + Vo) . Dann gilt Uy @ Uy = Us Uy =
U Uy =V.



Aufgabe 2.

a)

c)

Sei f(@1,. .-, %n) = X1 cicjcn bijTiz; eine quadratische Form und
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die Matrix, die durch die Koeffizienten von f definiert ist. Sei 3y die bilineare Form
definiert durch 8;(v,w) = v* Aw.

Die Abbildung f — ; ist:

e injektiv: Seien f und g quadratische Formen mit 5y = f,. Sei v € R". Dann
gilt f(v) = Bf(v,v) = By(v,v) = g(v). Also sind f und g gleich.
e surjektiv: Sei 3 eine symmetrische bilineare Form. Dann ist (v, w) = vT Aw

mit A = (a;j)1<ij<n Symmetrische. wir setzen f(z1,...,2,) = Y1, aux? +
Zl<i<j<n QCLZ‘jZEZ‘ZEj. Dann gilt /Bf = 0.

Sei f : V — W ein Isomorphismus, sodass ||v|| = ||f(v)|| gilt fir alle v € V. Sei
v1,...,V, eine Basis von V.
L1 Y1
Seien (1, fs symmetrische bilineare Formen tiber R” definiert durch 51(| @ |, | : |) =
Tn Yn
T ht
(o1 + -+ + TpUn, y1v1 + o+ ypvn) und Bo(| | P ) = (flow + -+
Ln Yn
o), f(y101 4+ ynvy)). Aus a) folgt, dass die Abbildungen f1, fo definiert durch
T Ty
filzr, .. xn)=6:(1 + |,]| ¢ |) quadratische Formen sind.
Ty Ty
I T
Aber fi(xy,...,z) =0 |, | ¢ |)={(viv1+ -+ 200, 201 + - + T00,) =
Ty Ty,
l|z1v1+- -+ zpu,|, und folz, ..., z,) = || f(1o1+- - Fzv)|] = |14 - 42,0,

da f die Langern erhalt. Also sind f; und fs gleich, und aus a) folgt, dass auch 8; = /33
gilt.

Seien v, w € V. Wir schreiben v, w in die Basis vy, ..., v,, alsov =" a;v; und w =
aq by aq by

> ico bivi. Dann gilt (v,w) = Bi(| 2 [ | 2 ) =B || |)=(f(v), fw)).
(07% bn (07 bn

D.h., f ist eine Isometrie.

Es gilt [[v + w|]* = (v + w,v + w) = (v,v) + (v, W) + (w,v) + (w,w) = 2(v,w) +
2 2 2
I[v]|2 + [|w][2, also (v, w) = T e 1l 2




Aufgabe 3. Es gilt 5((2) , (Z)) = a? — b?, also (g) el (i) € U'; aber (2) ¢ U

U’ ist kein Vektorraum (also macht dim(U’) kein Sinn).

Aufgabe 4.

a)

ai
Sei A = mit a; € {—1,0,1} und B(v,w) = vT Aw. Seien M; =
an
{i|a;=1}, My = {i|a;, =0} und M_y = {i|a; = —1}. Dann setzen wir U; =
((€1)ier)r, Uo = ((€1)iemy)mr, und U_1 = ((€;)ienr_,)r- Weil die Vereinigung der
Basen von U; eine Basis von R" bildet, haben wir R" = U; & Uy & U_;.

b) Sei: R"xR"™ — R bilineare und symmetrische, dann existiert eine Basis vy, ..., v, €
R™ so dass (v, v;) € {—1,0,1} und S(v;,v;) = 0 wenn ¢ # j.
Seien My = {i | B(v;, v;) = 1}, My = {i | B(vi, v;) = 0F und My = {i | B(v;,v;) = —1}.
Dann setzen wir Uy = ((vi)iean)rs Uo = ((Vi)ier)m, und U_1 = ((v;)ien )R-
Weil die Vereinigung der Basen von U; eine Basis von R" bildet, haben wir R" =
Uy Uy U_;.
Aufgabe 5.

a)

Seien V = R? und U; = (((1))>]R, Uy = (<(1)>>R und Us = <(}))R Esgilt V =U; +

U2+U3 und UlﬁUg = UQﬂUg = UgmUl = {0}, aber ,,V = (Ul@Ug)@Ugu gllt IliCht, da
(U1®Uy)NU3 = Us # {0}. Aukerdem ist auch z.B. 1

w0, s (1) = (O)+(9) 4 (1) = ()« (9)+ )

nicht eindeutig wie v +vo+v3

Seien V' ein K-Vektorraum und Uy, ..., U, Untervektorrdume.
Wir setzen ,,(d)* die Aussage ,V =U; + -+ 4+ U, und dim(V) = Y7, dim(U;)“
Fiir jeder i, sei d; = dim(U;) und uf, ..., u} eine Basis von U;.

7.1.2.(c)=(d). (c) sagt genau, dass (u;)iiﬁzl eine Basis von V ist. Dann ist

dim(V) = #(u;)}iziz = > dy = >0 dim(U;). Jeder u} € U liegt, also auch

j
inU;+---4+Uy,; dann ist V.=U; + -+ + U, und ,,(d)“ gilt.

(d)=7.1.2.(c). Angenommen, dass (d) gilt. Sei v € V. Weil V. = Uy + --- + U,

gilt, kann v als vy + - - - 4+ v,, geschrieben sein, mit v; € U;. Wir schreiben auch jeder
d

i : i _ TR : N\ di i, i
v; in die Basis (u})1<j<q, von U;, also v; = Y i1 ajus. Dannist v =30, > 757 ajus,
i\ 1<i<n
d.h., (u}),25y, erzeugt V.

( ;)%2;2 ist eine Menge von dy + - - - + d,, Vektoren, die V' erzeugen; weil dim(V') =
1<i<n

dy + -+ +d, gilt, ist auch (uf), 27y eine Basis von V.



