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Losungsvorschlag
Aufgabe 1.
1 1 1 1 1 3
a) SeiU=([0],[1])r-DaA|O] =|1]€UundA[1] =1]3] €U, haben
0 1 0 1 1 3

wir A-U C U, d.h., U ist A-invariant.

b) U ist f-invariant: Per Definition von U gilt f(f*(v)) € U fiir k € {0,...,n—2}. Wir
wollen zeigen, dass auch f(f" 1 (v)) = f"(v) € U liegt.
Entweder dim(U) = n, dann ist U = V und f"(v) € V = U; oder dim(U) <
n, dann existieren ao,...,a,—1 € K, nicht alle 0, mit y ., Yaif “(v) = 0. Sei k €
{0,...,n — 1} maximal sodass ar # 0, also haben wir fF(v) = — 301 aw fi(y).
) =

1=0 ay,
Dann gilt frv) = fRE(fE) = U= ) = - Sy & (v
— Y e i (v) € U
Sei nun U’ ein f-invariant Untervektorraum von V', der v enthélt. Da v € U’ liegt,

gilt f(v) € U'. Also per Induktion liegen alle f*(v) € U’ fiir beliebige k € IN.
Insbesondere, U C U’.

Aufgabe 2. Sei U ein A-invariant Untervektorraum von R?. Entweder dim(U) = 0, dann
ist U = {0}, oder dim(U) = 2, dann ist U = R? oder dim(U) = 1, dann existiert
ve U\ {0} und U = (v)g.

Aus Auf. 1 folgt, dass U auch Av enthélt. Also Av = v fiir A € R, d.h., v ist ein EV von
A. A ist aber nilpotent, also alle seine EW sind 0 und v € ker(A) liegt.

Es gilt (Z) € ker(A) & b = 0, also ker(A) = {(g)
gilt auch U = (v)r C ker(A), also U = ker(A).

Es gibt genau drei A-invarianten Untervektorrdume von R?, nihmlich, {0}, ker(A), und

R2.

a € R} und dimker(A) = 1. Es

Aufgabe 3.

a) Die jordansche Normalform von f hat [ Block und es gilt dim ker(f) = [, also rk(f) =
4=8—lund!=4.

Die jordansche Normalform von f hat dann 4 Block, mit grofe rq, o, 73 und r4. Es
gilt max(ry,re,r3,74) = nildeg(f) = 3, und r; + r9 + 73 + ry = 8. Also gibt es nur
zwei Moglichkeiten: 8 =34+3+1+1=34+24+2+1, also



oder f ~

OO O OO o o O
OO O OO o o O
OO O = OO OO
OO O OO o o O
OO O OO o OO
OO OO O o O O
OO OO OO = O
OO OO OO O O
(o) Ben i en] el an) e R an Bl an)
OO =IO OO oo
OO OO O o O O

OO OO =IO OO

(o] Ben i en] Neollen] Hen el

OO O O =IO OO

OO O OO O M=
OO O OO = O

b) Wir schreiben f im jordansche Normalform, dann

oder %o~

f2
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Also ist rk(f?) entweder 2 oder 1.

Aufgabe 4. Seien ay,...,a,—1 € K sodass agv + a1 Av + -+ + a1 A™ 0 = 0
ist. Dann ist auch A(agv + a1 Av + -+ + @y 1 A" 0) = agAv + -+ + @, 2 A" 0 +
Am_1A™0 = 0. Aber A™ = 0, also agAv + -+ + apm_oA™ v = 0. Analog gilt der
folgende Gleichungsystem:

agv + wmAv  + ...+ amo0A™ %0 4+ a1 A" =0
apdv  +  aA*v 4+ ...+ a0 AW =0
agA" 20 + g A™ =0

\ agA™ v =0

Weil A"~y £ 0, folgt aus der m-te Gleichung, dass ag = 0 ist. Dann ist die (m — 1)-te
Gleichung #dquivalent zu a; A™ v = 0, und analog gilt a; = 0. Per Induktion gilt a; = 0
fir alle k € {0,...,m — 1}, d.h., v, Av, ..., A" v ist linear unabhiingig.

Aufgabe 5.
01 1 0 0 2 0 0 2
a) Esgilt A=10 0 1],42=[0 0 1|,A3=[0 0 1| = A? und daraus folgt
0 0 1 0 0 1 0 01
1 1 2
A" = A? fiir allen > 1. Also gilt imA = ([0],[1|)r, imA%>=([1])r #imA4,
0 1 1



1
und im A" = im A? fiir alle n > 1. Es gilt auch ker A = ([ 0 | )g und ker A% =
0

1 0
({0],11])r=kerA" fir n > 1.
0 0

2 1 0
b) Wir habenim A? = ([ 1 | )g und ker A2 = ({ 0 | , | 1 | ), und offensichtlich im A*®
1 0 0
ker A? = R3
1 1 1 1
c) Wir haben imA = (|0 |,|1])r und ker A = (| 0 | )r. Insbesondere, | 0| €
0 1 0 0
im A N ker A.
Aufgabe 6.

A—1 0 0
a) xa(A) = det(Al3 — A) = det 0 Xx—2 =2

(A —1)(X — 2)2, also sind 1

und 2 die EW von A.

0 0 0 1
e Big,(A) =ker(l3 —A)=ker [0 -1 2| =(]|0|)g.
0 0 -1 0
e Von ya(\) wissen wir, dass dim(Hau;(A)) = 1 ist. Wir wissen auch, dass
1
Eig,(A) C Hauy(A) ist. Also Hau;(A) = Eig,(A) = (| 0 | )r-
0
-1 0 0 0
o Kig,(A) =ker(2l3—A)=ker | 0 0 =2 =(|1])r-
0 0 O 0
e Von ya(A\) wissen wir, dass dim(Hauy(A)) = 2 ist. Wir wissen auch, dass

Eig,(A) € Hauy(A) ist. Aber dim(Eig,(A)) = 1, also Hauy ist echt grofer
als Eig,(A).

10 0\’ 0

1 00 0
ker(2I3 — A)*=ker [ 0 0 —2| =ker {0 O O)={([1],[0])r:
0 0 0 000 0 1
Hauy(A) enthélt ker(2I3 — A)? der Dimension 2 hat, also Hauy(A) = ker(2/3 —
0 0
A)2 = < 1 ) 0 >1R-
1

0

0 1
, | 0] ist eine Basis von R?, und [ 0 | ist eine Basis von Hau;(A) und
1

0

O = O OO =
o o O = O

) ist eine Basis von Hauy(A), also R? = Hau;(A) & Hauy(A).



Es gilt aber dim(Eig;(A)) = dim(Eig,(A4)) = 1, und R? # Eig,(A) + Eig,(A).



