Prof. Immanuel Halupczok HHU Diisseldorf
Dr. Blaise Boissonneau Sommersemester 2025

Linear Algebra II
Ubungsblatt 6
Losungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Es gilt f(v) = 10v. Dann gilt auch f2(v) = f(f(v)) = f(10v) = 10f(v) = 100v. Also
zuletzt gilt g(v) = f2(v) — f(v) — 5v = 100v — 10v — 5v = 85v, d.h., v ist ein EV von
g mit EW 85.

b) Sei f € End(V) und v ein EV von f mit EW A. Dann gilt f(v) = Av und fiir alle
ke N gilt f*(v) = A\v.

Sei p(x) = 34 arz® € K[z]. Dann gilt [p(f)](v) = [ 25— anf*](v) = 34 _olarf*(v)] =
S or_olar X v] = [Yr_y axA¥lv = p(A)v. D.h., v ist ein EV von p(f) mit EW p(\).

Aufgabe 2.

a) Seiw € V mit g(u) = 0. Dann ist g(f(u)) = [f*— f —5idv](f(w)) = f*(u) — f*(u) —
5f(u) = f(f*(u) = f(u) = 5u) = f(g(u)) = f(0) = 0.

b) Seip(z) = > ,_,arz® € K[z] und seiv € V. Dann ist [p(f)](f(v)) = [Dor_o axf*](f(v)) =

> iolanf (f(0)] = i olanf T (V)] = F(i_o arf"(v)) = f(p(f)(v), dh., f und

p(f) kommutieren.

Sei nun u € ker(p(f)). Dann p(f)(u) = 0. Es gilt aber p(f)(f(u)) = f(p(f)(v)) =
f(0) =0, d.h., f(u) € ker(p(f)) und ker(p(f)) ist f-invariant.
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Aufgabe 3. Sei A = [0 3 —1]. Esgilt det(A\3 — A) = (A —4)(A=3)* —-1) =
0 -1 3
0 -1 1
A=4A=3-1)(A=3+1)=(A—4)*(\—2). Wir betrachten 413 — A= [0 1 1],
0 1 1
die hat Rang 2, also dim Eig,(A) = dimker(4/3 — A) = 1. Aber dim Hauy(A) = 2, also ist
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Aufgabe 4. Sei A € C**° sodass ya(z) = (z—2)*(x—4)(x—6). Dann ist dim Hauy(A) = 3
und dim Eig,(A) ist entweder 1, 2 oder 3, und die jordansche Normalform von A ist

die jordansche Normalform gleich
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entweder Ay, = [0 0 2 0 0],A, =10 0 2 0 0| oder A3=|0 0 2 0 O
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00 0O0®G 00 0O0G6 0 00O0G6
Also ist A dhnlich zu genau eine von A;, A,, oder As.

Aufgabe 5. Wir schreiben f als jordansche Normal form, d.h., es existiert S € GL,(C)
sodass Ay = S1JS, wobei A; die Matrix von f ist und J in jordansche Normalform ist.
Dann existiert D € C™" diagonal und N € C™*" nilpotent mit J = D + N. fgqq ist
dann angenommen durch S™'DS und f,;, durch ST'NS. Aus Bem. 7.2.5 folgt, dass der
Nilpotenzgrad von f,, gleich der maximum der Grofse des Jordan-Blocks von NV ist.

Aufgabe 6.

a)

Sei A € C™" in jordansche Normalform. Dann existieren A;,..., A\, € C und
r1,...,7¢ € Nmit r; + -+ 4+ 1, = n und sodass fir i € {1,...,n} gilt

Ae; — Ak€; wenn i =71, +---+7,+1
T €i71+)\k€i Wennr1—|—---_|_7~k71_|_1<@’<7~1+...+Tk_‘_1

Es gilt auch

ATe. — Ak€i wenn i =7y + -+ 1
o Ak€i+ €1 wennry + -+ <t <rp+-- 41
Sei v; = e,_; fir jeder i € {1,...,n}. Dann ist vy, ..., v, eine Basis von C™, und es
gilt
ATy, = ARV wenn i =71, +---+7r,+1
Ul v My wennr, o+ 1 <i <44+ 1

D.h., die Matrix von A7 in der Basis v1, ..., %, ist in jordansche Normalform, mit
gleiche Jordan-Blocks als A aber in gegen-Ordnung.

Sei A € C™". Aus Bem. 7.4.8 folgt, dass J € C™"™ in jordansche Normalform
existiert, die dhnlich zu A ist. Also existiert S € GL,(C) mit A = SJS~!. Daraus
folgt AT = (ST)~1JTST also ist AT dhnlich zu J7. Aus a) folgt, dass J7 dhnlich
zu J ist. D.h., A ist #hnlich zu J die dhnlich zu J7 ist, die dhnlich zu A7 ist. Weil
,Ahnlichkeit“ eine Aquivalenzrelation ist, ist sie insbesondere transitiv, und A ist
ahnlich zu AT,



