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Aufgabe 1.

a) Wahr: deg g = 1 gdw. I\ € K mit ps(z) =z — A gdw. 3N € K mit A — \[,, = 0.

b) Wabhr: Es gilt deg x4 = n und g4 teilt x4, also existiert p € K[z] sodass x4 = f1a-p.
Alson = deg x4 = deg s +degp = deg us +degp, d.h., deg s = n gdw. degp = 0.
WEeil beide g4 und y 4 normiert sind, gilt degus =n gdw. p=1und ps = xa.

c) Wahr: Angenommen, dass j4 € K|[2?] liegt. Seien p, ¢ € K|[z] sodass p(z?) = pa(z)
und ¢(z) = paz(z?) Es gibt p(A?) = pa(A) = 0, also pa2(z) teilt p(z) und es
existiert 7 € K|[z] sodass p(z) = paz(z) - r(x). Es gilt auch ¢(A) = p42(A%) = 0,
also pa(z) teilt ¢(z) und es existiert v € K[z]| sodass q(x) = pa(x) - r'(x). Zuletzt
gilt pa(z) = p(a®) = pax(2?) - r(@?) = q(@) - r(@*) = pa(z) - r'(x) - r(2?), also
r'(z)-r(z?) =1, r(z) =r'(z) = 1 und pa2(2?) = q(x) = pa(z).

d) Falsch: Sei A = B = 2[,,. Dann pus = pup = (r — 2) und papp = (z — 2)? ist kein
Vielfaches von pap = (z — 4),

Aufgabe 2.

a) Weil 4 ein Teiler von x 4 ist und x4 Grad 3 hat, haben wir deg s < 3, also brauchen
wir A’ nur bis ¢ = 3 zu berechnen. Es gilt

1 00 110 1 41 2 13 4
A=101 0]),A'=|0 3 1],A42=(1 9 3|,A4°=[4 28 9
00 1 100 110 1 4 1

I3, A und A? sind linear unabhingig, aber A% — 4A4% 4+ 3A — I3 = 0, also haben wir
pa = o3 —42% + 3z — 1.

b) xa(N) = det(A Tz — A) = (A — 1) det (A .7 —;) — det (;_13 _01) — (A= DA —
A —1 =23 —4)\? + 3\ — 1, also gilt s = xa. Deswegen ist 4 ein Teiler von x4
und x4(A) = pa(A) = 0.

Aufgabe 3.
a) A-B=Ap(A) = A-(—A3-3A+1;) = —A*—3A%+ A = —(A*+3A%2— A+815)+815 =
—[LA(A) + 8]5 = 8[5

b) Sei ¢ = %p = —%x?’ — %x + %, dann gilt A-q(A) = 1A -p(A) = %[5 = I5, also
g(A) = A7"



c)

Seien ag, . .., a, € K sodass pa(z) = 3.0 a2’ ist. Sei p(z) = — 3¢, ;""" dann
ist pa(z) = —xp(z) + ap, und 0 = pa(A) = —Ap(A) + aol,, also gilt A-p(A) = agl,.
Angenommen, dass ag # 0 ist, dann setzen wir ¢(z) = %p(m), und g(A) = AL
Insbesondere ist A invertierbar.

Angenommen nun, dass ag = 0 ist. Wir beobachten, dass 114(0) = ag ist. pua teilt
X4, also existiert p sodass xa(z) = pa(x)p(z). Dann gilt det(A) = det(A — 0I,) =
x4(0) = 14(0)p(0) = agp(0) = 0, d.h., A ist nicht invertierbar. Insbesondere existiert
kein ¢, sodass q(A) = A7, D.h., es gilt:

A ist invertierbar gdw. es existiert ¢ € K[x] sodass A - q(A) = I,,.

Aufgabe 4.

a)

Seien A € Q und z,y € C. Dann gilt m,(A\x +y) = a(Ar +y) = daxr + ay =
A () + my(y).

Fiir alle n € IN und alle z € C gilt m?(z) = o™ - z. Sei p = Y, a;z’, dann gilt
p(me)(x) = 3o aime (1) = (325 i)z = p(a)z.

U={Yl a0 |neNag...,a, € Q} ={p(a) | p € Q[z]}.

Sei p € Q[x] mit deg(p) = n > 0 und p(a) = 0. Dann ist die Familie 1,q,...,«

linear abhéngig. Sei k > 0 minimal, sodass 1, q, ..., a* linear abhéingig sind; also ist
k < n und es existiert ag,...,a; € Q mit a; # 0 sodass Zf:o a;o’ = 0. Dann ist

n

Lo = SF a—;a:k normiert, es gilt pq(my) = 0, und es gibt kein p € Q[x] mit Grad

=0 q
< k sodass p(m,) = 0, d.h., p, ist das Minimalpolynom von m,,.

U ist der kleinste m,-invariante Untervektorraum von C, der 1 enthélt. Aus d) folgt,
dass n € IN existiert, sodass a™ € (1,...,a" ') q ist. Alsoist (1,...,a" !)q invariant
unter m,, und es gilt U C (1,...,a" !)q. Insbesondere, dim U < n.

Aus Satz 7.5.11 folgt, dass i und i, gleich sind.



