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Aufgabe 1.

a)

Sei a € M ein grofktes Element, d.h., es gilt b < a fiir alle b € M. Sei b € M sodass
a < b gilt. Weil a ein grofstes Element ist, gilt auch b < a. Weil (M, X) eine partielle
Ordnung ist, folgt a = b aus Antisymmetrie; d.h., es gibt keine b € M echt grofer
als a, also ist a ein maximales Element.

Sei a € M ein maximales Element und sei b € M. Weil (M, <) eine totale Ordnung
ist, gilt entweder a < b oder b < a. Wenn a < b gilt, haben wir weil a maximal ist,
dass a = b ist. Also gilt entweder a < b oder a = b, d.h., fiir alle b € M gilt b < a
und a ist ein grofstes Element.

Sei n = #M. Wenn n = 1, haben wir M = {a} und a ist ein grofites Element.

Angenommen nun, dass alle partielle Ordnungen mit n Elemente ein maximales
Element besitzen. Sei (M, <) eine partielle Ordnung mit #M =n+ 1. Sei a € M.
Wir betrachten M’ = M \ {a}, dann besitzt (M’,<|y) ein maximales Element b.
Wenn b < a gilt, ist a ein maximales Element von (M, <). Wenn nicht, ist b ein
maximales Element von (M, <).

Aufgabe 2.

a)

b)

s(F) ist eine Funktion von R nach R, definiert durch s(F)(z) = F(x+1). Der Graph
von s(F') ist genau der Graph von F einmal nach Links iibersetzt.

Fir f,g € C(R) und A € R definieren wie f +¢g: R = R, r — f(r) + g(r) und X -
f:R—= R, r+— Af(r). Dann ist (C(R), +, -) ein R-Vektorraum: sie ist abgeschlossen
unter + und -, da Summe und Produkte von stetige Abbildungen auch stetige sind;
(C(R), +) ist eine Gruppe da die Nullabbidlung stetig ist, Fiir alle f € C(R) ist auch
—f stetig, und sie ist assoziativ weil (R, +) assoziativ ist; und Distributivitat und
Assoziativitat von (C(R),-) folgen aus Distributivitat und Assozitivitédt von (R, -).

Seien nun f,¢g € C(R) und A\, 7 € R. Es gilt [s(A\f + ¢)](r) = [N\ +9g](r+1) =
Af(r+1)+g(r+1) = Als()](r) +[s(9)](r) = [As(f) +s(g)](r), also gilt s(Af +g) =
As(f) + s(g) und s ist linear.

Wir haben Fj(z) = [s(Fy)](z) = Fo(z +14) = (z +14)?, d.h., jede F; ist eine Polyno-
mialabbildung von Grad 2. Der Vektorraum von Polynomialabbildungen von Grad
2 hat Dimension 3, also mussen wir nur Fy, F; und Fy betrachten.

Fy, Fy und F; sind linear unabhéngig: seien a,b,c € R mit afy + 0F) + cF5, = 0.
Dann gilt [aFy + bF) + cFy](z) = az? 4+ b(x + 1)? + c¢(z + 2)? = 0 fiir alle € R.
Insbesondere gilt [aFy+bF +cFy](0) = b+4c =0, [aFo+bF1 +cFy)(—1) =a+c=0
und [aFy + bF) 4 cFy](—2) = 4a+ b = 0. Daraus folgt a = b= ¢ = 0 und Fp, F; und
F; sind linear unabhéngig. Weil sie drei Vektoren in ein 3-dimensional Vektorraum
sind, gilt U = (Fy, F1, Fy)r = {f € C(R) | Ja,b,c € R mit f(z) = ax® + bx + c}.



Aufgabe 3.

a) Reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch: (1,2) < (2,1) und (2,1) < (1,2)
aber (1,2) # (2,1).

b) Reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, also ist es eine partielle Ordnung.

c¢) Reflexiv, nicht antisymmetrisch: (1,2) < (2,1) und (2,1) < (1,2) aber (1,2) # (2, 1),
und nicht transitiv: (2,2) < (2,1) < (1,1) aber (2,2) £ (1,1).

d) Antisymmetrisch, aber nicht reflexiv: (1,2) £ (1,2), und nicht transitiv: (1,3) <
(2,5) < (4,6) aber (1,3) £ (4,6).

e) Nein, weil beide (1,2) £ (2,1) und (2,1) £ (1,2) gelten.

f) Es gibt keine maximal oder grofte Elemente, weil fiir alle (a,b) € IN x N gilt (a,b) <

(@ + 1,b4 1). (0,0) ist das eindeutig kleinstes Element und auch das eindeutig
minimales Element, weil (0,0) < (a, b) gilt fir alle (a,b) € IN x IN.

Aufgabe 4.

a) Es gilt 0 C {1} C {1,2} C {1,2,3} C {1,2,3,4} C {1,2,3,4,5}, also setzen wir
Ay = {Q)v {1} ) {17 2} ) {17 2, 3} ) {17 2,3, 4} ) {17 2,3,4, 5}}

b) Sei As = {{1},{2},{1,2}}. Dann besitzt A, zwei minimale Elemente, ndhmlich {1}
und {2}, und genau ein maximales Element, ndhmlich {1, 2}.

¢) {1,2,3,5} und {1,2,3,4,5).

d) Sei Ay = {{1},{2}}. Dann ist {1} ein minimales und maximales Element von A,.

Aufgabe 5.

a) Sei V ein K-Vektorraum, A C V, v € V, und f € End(V). Satz 3.2.6 sagt, dass
(A) k der kleinster Untervektorraum von V ist, der A enthélt. Also ist er ein kleinstes
Element in die Partielle Ordnung ({U Untervektorraum von V | A C U}, Q).

Satz 7.5.11 sagt, dass ((f"(v))iew)x kleinster f-invarianter Untervektorraum von
V' ist, der v enthélt. Also ist er ein kleinstes Element in die Partielle Ordnung
({U Untervektorraum von V | v € U und f(U) C U}, Q).

b) Da (M, <) ein kleinstes Element besitzt, (M, <) besitzt auch genau ein minimales
Element, also gibt es keine Unterschied.

In anderen Mengen, z.B. M = {U Untervektorraum von V' | dim(U) # 0} besitzt
keine kleinste Elemente fiir C, es gibt aber mehrere minimale Elemente, ndhmlich,
jede U € M mit dim(U) = 1.



