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Aufgabe 1.

a) ⟨v1 + 2v2, 3v2 + v4⟩ = ⟨v1, 3v2⟩+ ⟨v1, v4⟩+ ⟨2v2, 3v2⟩+ ⟨2v2, v4⟩ = 0+ 0+ 6+ 0 = 6.

b) Sei v ∈ U⊥. Aus der Vorlesung (Satz 6.2.7) folgt, dass v =
∑n

i=1⟨v, vi⟩vi. Sei i ∈
{1, . . . , d}, dann gilt ⟨v, vi⟩ = 0 da vi ∈ U und v ∈ U⊥ sind. Also v =

∑n
i=d+1⟨v, vi⟩vi,

d.h., v ∈ ⟨vd+1, . . . , vn⟩R.

Sei nun v ∈ ⟨vd+1, . . . , vn⟩R, also existieren ad+1, . . . , an ∈ R sodass v =
∑n

i=d+1 aivi.
Sei auch u ∈ U = ⟨v1, . . . , vd⟩R, also existieren b1, . . . , bd ∈ R sodass u =

∑d
i=1 bivi.

Aus der bilinearität des Skalarprodukt folgt, dass ⟨u, v⟩ =
∑d

i=1

∑n
j=d+1 aibj⟨vi, vj⟩ =

0. D.h., v ∈ U⊥, und wir haben U⊥ = ⟨vd+1, . . . , vn⟩R.

c) Angenommen, dass β positiv definit ist. Dann muss β(vn, vn) = r⟨vn, vn⟩ = r positiv
sein.

Angenommen nun, dass r > 0 gilt. Sei v =∈ V und seien u ∈ U und u′ ∈ U⊥ mit
v = u + u′.. Dann gilt β(v, v) = ⟨u, u⟩ + r⟨u′, u′⟩. Weil der Skalarprodukt positiv
definit ist, gilt ⟨u, u⟩ ⩾ 0 und ⟨u′, u′⟩ ⩾ 0, also β(v, v) ⩾ 0. Um β(v, v) = 0 zu sein,
muss sowohl ⟨u, u⟩ als ⟨u′, u′⟩ null sein, also u = 0 und u′ = 0, aber dann gilt v = 0.
D.h., β ist positiv definit gdw r > 0.

d) Sei α ∈ V ∗. Wir setzen ai = α(vi) und definieren vα =
∑d

i=1 aivi −
∑n

i=d+1 aivi.
Offensichtlich gilt

∑d
i=1 aivi ∈ U und −

∑n
i=d+1 aivi ∈ U⊥.

Sei w =
∑n

i=1 bivi ∈ V . Dann gilt β(vα, w) = ⟨
∑d

i=1 aivi,
∑d

i=1 bivi⟩−⟨−
∑n

i=d+1 aivi,
∑n

i=d+1 bivi⟩ =∑n
i=1 aibi =

∑n
i=1 biα(vi) = α(

∑n
i=1 bivi) = α(w).

Aufgabe 2.

a) Es gilt v =


0
2
3
0
0

, Av =


2
3
0
0
0

, A2v =


3
0
0
0
0

, und A3v =


0
0
0
0
0

. Daraus folgt,

dass der kleinster A-invarianter Untervektorraum von R5 gleich ⟨v, Av,A2v⟩R ist.
Offensichtlich gilt ⟨v, Av,A2v⟩R = ⟨e1, e2, e3⟩R.

b) Da w ̸= 0 gilt, haben wir A0w ̸= 0. Es gilt aber A5 = 0, also A5w = 0. Also gibt es
m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, sodass Amw ̸= 0 und Am+1w = 0 gelten.

c) Sei m wie oben. Dann gilt A · (Amw) = 0, also Amw ∈ kerA. A hat rank 4, also
dimkerA = 1. Offensichtlich gilt Ae1 = 0, also e1 ∈ kerA und kerA = ⟨e1⟩R. Daraus
folgt, dass Amw ∈ kerA = ⟨e1⟩R.



d) Sei U ein A-invariant Untervektorraum von R5, mit U ̸= {0}. Sei w ∈ U \ {0}, also
gilt Akw ∈ U für alle k ∈ N. Sei m wie in (b). Dann gilt Am ∈ ⟨e1⟩R \ {0}, d.h„
Am = λe1 mit λ ∈ R \ {0}. Da λe1 ∈ U ist, ist auch e1 ∈ U .

e) Sei U ein A-invariant Untervektorraum von R5, mit dim(U) = 2. Aus (d) folgt, dass
e1 ∈ U ist. Wir erganzen die Menge {e1} zu eine Basis {e1, v} von U . Dann existieren
a, b ∈ R mit Av = ae1 + bv. Daraus folgt Akv = bk−1e1 + bkv. Sei m wie in (b), also
gilt Am+1v = bmae1+bm+1v = 0, und b muss null sein. D.h., Av = ae1. Offensichtlich
muss v = a′e1 + ae2 sein, mit a ̸= 0, und daraus folgt U = ⟨e1, e2⟩R.

Aufgabe 3.

a) Die jordansche Normalform von A kann entweder


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 4 0
0 0 0 6

 oder


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 4 0
0 0 0 6


sein.

b) Die jordansche Normalform von A ist eine von diese 7:
2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 1 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 6

,


2 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 6 0 0
0 0 0 0 6 0
0 0 0 0 0 6

.

c) Aus der Vorlesung (Satz 7.5.7) folgt, dass die EW von A genau 2, 4, und 6 sind, das
heißt, die jordansche Normalform von A nur 2, 4, und 6 am Diagonal enthält.

Also haben wir, dass χA die Form (x−2)r(x−4)s(x−6)t hat. Weil χA ein Vielfaches
von µA ist, gilt r ⩾ 2, s ⩾ 1 und t ⩾ 1.

d) Wir betrachten A =



2 1
2

2
. . .

2
4

. . .
4

6
. . .

6



.

Dann µA = (x− 2)2(x− 4)(x− 6), und χA = (x− 2)r(x− 4)s(x− 6)t.



Aufgabe 4.

a) Die Nullabbildung 0 : R→ R, x 7→ 0 liegt in U1. Seien f, g ∈ U1 und λ, a ∈ R. Dann
gilt [f + λg](−a) = f(−a) + λg(−a) = f(a) + λg(a) = [f + λg](a), also f + λg ∈ U1

gilt.

b) Sei f ∈ U1 und sei a ∈ R. Dann gilt [g(f)](a) = 1
2
(f(a)+ f(−a)) = 1

2
(f(a)+ f(a)) =

f(a), also g(f) = f . Insbesondere, U1 ⊆ im g.

Sei nun f ∈ V und a ∈ R. Dann gilt [g(f)](−a) = 1
2
(f(−a) + f(a)), und [g(f)](a) =

1
2
(f(a) + f(−a)). D.h., g(f) ∈ U1 liegt, und im g ⊆ U1.

c) Sei f ∈ U1 ∩ U2 und sei a ∈ R. Dann gilt f(a) = f(−a) = −f(a), also f(a) = 0 und
f ist die Nullabbildung. D.h., U1 ∩ U2 = {0}.
Sei nun f ∈ V . Wir betrachten f − g(f). Sei a ∈ R. Dann gilt [f − g(f)](−a) =
f(−a)−1

2
(f(−a)+f(a)) = 1

2
f(−a)−1

2
f(a) = 1

2
(f(−a)+f(a))−f(a) = −[f−g(f)](a),

also f − g(f) ∈ U2 liegt.

Aus (b) folgt, dass g(f) ∈ U1 liegt, also f lässt sich als (f − g(f)) + g(f) schreiben,
mit f − g(f) ∈ U2 und g(f) ∈ U1. D.h., U1 + U2 = V .

d) Da U1 ⊕ U2 = V gilt, können wir eine Basis B1 von U1 und B2 von U2 nehmen, und
es gilt, dass B := B1 ∪B2 eine Basis von V ist.

Sei f ∈ B und sei a ∈ R mis f(a) = 0. Dann entweder f ∈ U1 ist, und f(−a) =
f(a) = 0, oder f ∈ U2 ist, und f(−a) = −f(a) = 0. In beide Fäller, f hat symme-
trische Nullstellenmenge.

Aufgabe 5.

a) f(e1) = v0 ⊗ e1 = (e1 + e2 + e3)⊗ e1 = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e1.

b) Angenommen, dass im f ⊆ im f ′. Insbesondere existiert w ∈ R3 mit f ′(w) = f(e1),
also v′0 ⊗w = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e1. Wir schreiben v′0 = a1e1 + a2e2 + a3e3 und
w = b1e1 + b2e2 + b3e3, mit ai, bi ∈ R. Dann gilt v′0 ⊗ w =

∑
1⩽i,j⩽3 aibjei ⊗ ej =

e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1 + e3 ⊗ e1. Daraus folgt a1b1 = 1, also, b1 ̸= 0 und a1 = b−1
1 , und

a2b1 = 1, also a2 = b−1 = a1, und a3b1 = 1, also a3 = a2 = a1 und v′0 = a1v0 ∈ ⟨v0⟩R.

c) g(e1) = v0 ∧ e1 = (e1 + e2 + e3)∧ e1 = e1 ∧ e1 + e2 ∧ e1 + e3 ∧ e1 = −e1 ∧ e2 − e1 ∧ e3.

d) Aus der Vorlesung (Satz 8.4.20) folgt, dass v0∧v = 0 genau dann gilt, wenn v ∈ ⟨v0⟩R
ist. Also ker g = ⟨v0⟩R.

e) Da ker g dim 1 hat, folgt dass im g dim 2 hat. g(e1) = −e1 ∧ e2 − e1 ∧ e3 ∈ im g liegt,
und g(e2) = e1 ∧ e2 − e2 ∧ e3 ∈ im g auch; sie sind linear unabhängig und bilden eine
Basis von im g.


