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Aufgabe 1.

a) (v1 + 209, 3vy + v4) = (v1, 3v2) + (v1,v4) + (209, 3v3) + (2u2,v4) =0+ 0+ 6+ 0 = 6.

b) Sei v € U*. Aus der Vorlesung (Satz 6.2.7) folgt, dass v = Y (v,v;)v;. Sei i €
{1,...,d}, dann gilt (v,v;) = 0dav; € Uund v € U~ sind. Alsov = Yo g (U, 05) v,

d.h., NS <Ud+1, . 7Un>1R-

Sei nun v € (Vay1, - - ., V)R, also existieren agqyy,. .., a, € Rsodass v =73"" . av;.
. L d

Sei auch u € U = (vy, ..., va)R, also existieren by,...,bq € R sodass u =) ;_, bv;.

Aus der bilinearitét des Skalarprodukt folgt, dass (u,v) = 27:1 > iy @ibj(vi, vj) =
0. D.h., v € U+, und wir haben U+ = (vg41,...,0,)R.

c) Angenommen, dass 3 positiv definit ist. Dann muss (v, v,,) = (v, V) = 7 positiv
sein.

Angenommen nun, dass r > 0 gilt. Sei v =€ V und seien u € U und v/ € U+ mit
v = u+ u'.. Dann gilt B(v,v) = (u,u) + r{u/,u’). Weil der Skalarprodukt positiv
definit ist, gilt (u,u) > 0 und (v, ') > 0, also S(v,v) = 0. Um B(v,v) = 0 zu sein,
muss sowohl (u,u) als (v, ') null sein, also u = 0 und v’ = 0, aber dann gilt v = 0.
D.h., B ist positiv definit gdw r > 0.

d) Sei a € V*. Wir setzen a; = a(v;) und definieren v, = 3¢ | a;0; — Do g Qi
Offensichtlich gilt Zle a;v; € U und — Z?:dH a;v; € U™,

Seiw =Y, bijv; € V. Dann gilt f(v,, w) = (Zle a;v;, Zle bivi) = (= D i gin @iV, D g bivi) =
>y aibi =30 bia(v) = a(30L, bivy) = a(w).

Aufgabe 2.

a) Es gilt v = , Av = . A% = ,und A%y = . Daraus folgt,
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dass der kleinster A-invarianter Untervektorraum von R’ gleich (v, Av, A?v)R ist.
Offensichtlich gilt (v, Av, A%v)r = (ey, €9, €3)R.

b) Da w # 0 gilt, haben wir A%w # 0. Es gilt aber A% = 0, also A%w = 0. Also gibt es
m € {0,1,2,3,4}, sodass A™w # 0 und A™ 1w = 0 gelten.

c) Sei m wie oben. Dann gilt A - (A"w) = 0, also A™w € ker A. A hat rank 4, also

dim ker A = 1. Offensichtlich gilt Ae; = 0, also e; € ker A und ker A = (e;)r. Daraus
folgt, dass A™w € ker A = (eq)R.



d) Sei U ein A-invariant Untervektorraum von R®, mit U # {0}. Sei w € U \ {0}, also
gilt A*w € U fiir alle k € IN. Sei m wie in (b). Dann gilt A™ € (e;)r \ {0}, d.h,

A™ = Xep mit A € R\ {0}. Da Aey € U ist, ist auch e; € U.

e) Sei U ein A-invariant Untervektorraum von R®, mit dim(U) = 2. Aus (d) folgt, dass
e; € U ist. Wir erganzen die Menge {e;} zu eine Basis {e;, v} von U. Dann existieren
a,b € R mit Av = ae; + bv. Daraus folgt Afv = b*~te; + b*v. Sei m wie in (b), also
gilt A"y = bmae; + 0™ v = 0, und b muss null sein. D.h., Av = ae;. Offensichtlich
muss v = a’e; + aeq sein, mit a # 0, und daraus folgt U = (eq, e2)Rr.-

Aufgabe 3.

a) Die jordansche Normalform von A kann entweder

sein.
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b) Die jordansche Normalform von A ist eine von diese 7:
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c) Aus der Vorlesung (Satz 7.5.7) folgt, dass die EW von A genau 2, 4, und 6 sind, das
heifst, die jordansche Normalform von A nur 2, 4, und 6 am Diagonal enthélt.

Also haben wir, dass x4 die Form (x —2)"(z —4)%(x —6)" hat. Weil y 4 ein Vielfaches

von fig ist, gilt r > 2, s > 1und t > 1.
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d) Wir betrachten A = 4

Dann pa = (z — 2)*(x —4)(x — 6), und x4 = (x — 2)"(z — 4)*(z — 6)".
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Aufgabe 4.

a)

b)

Die Nullabbildung 0: R — R,z + 0 liegt in U;. Seien f,g € U; und A, a € R. Dann
gilt [f + Agl(—a) = f(—a) + Ag(—a) = f(a) + Ag(a) = [f + Ag](a), also f + g € Us
gilt.

Sei f € U; und sei a € R. Dann gilt [¢(f)](a) = 3(f(a) + f(—a)) = 2(f(a) + f(a)) =
f(a), also g(f) = f. Insbesondere, U; C img.

Sei nun f € V und a € R. Dann gilt [¢(f)](—a) = 3(f(—a) + f(a)), und [g(f)](a) =
s(f(a) + f(—=a)). D.h., g(f) € Uy liegt, und im g C U;.

Sei f € Uy NU; und sei a € R. Dann gilt f(a) = f(—a) = —f(a), also f(a) = 0 und
f ist die Nullabbildung. D.h., U; N Us = {0}.

Sei nun f € V. Wir betrachten f — g(f). Sei a € R. Dann gilt [f — g(f)](—a) =
f(=a)=5(f(=a)+f(a)) = 5f(-a)=3f(a) = 5(f(—a)+f(a)) = f(a) = =[f—g(/))(a),
also f — g(f) € U, liegt.

Aus (b) folgt, dass g(f) € U liegt, also f ldsst sich als (f — g(f)) + g(f) schreiben,
mit f - g(f) S U2 und g(f) S Ul. Dh, U1 + UQ =V.

d) Da U; @ Uy =V gilt, konnen wir eine Basis B; von U; und By von Us nehmen, und
es gilt, dass B := By U By eine Basis von V ist.
Sei f € B und sei ¢ € R mis f(a) = 0. Dann entweder f € U; ist, und f(—a) =
f(a) =0, oder f € Uy ist, und f(—a) = —f(a) = 0. In beide Faller, f hat symme-
trische Nullstellenmenge.
Aufgabe 5.

a)
b)

c)
d)

c)

fler) =vo®er =(e1+e2+e3)@er=e1®@e+ea®@e +e3Qe;.

Angenommen, dass im f C im f’. Insbesondere existiert w € R® mit f'(w) = f(ey),
also v, @ w =e; ® e; + €2 ® €1 + e3 ® ;3. Wir schreiben v = aje; + azes + azes und
w = biey + baey + bzes, mit a;,b; € R. Dann gilt vj ® w = Zlgi,jgg abje; ® ej =
e1 ® e+ 63 ®ep + e3 ® er. Daraus folgt a;b; = 1, also, by # 0 und a; = bl_l, und
asby = 1, also ay = b~! = ay, und azb; = 1, also a3 = ay = a; und v} = a1vy € (Vo)R.

gler) =voNey = (e1+es+es)Nep =eyNep+eaNep+esNep = —ep Aeg —eg Aes.

Aus der Vorlesung (Satz 8.4.20) folgt, dass vy Av = 0 genau dann gilt, wenn v € (vg)r
ist. Also ker g = (vo)R-

Da ker g dim 1 hat, folgt dass im g dim 2 hat. g(e;) = —e; Aes —e; Aes € im g liegt,
und g(es) = e; A ey — ea A ez € im g auch; sie sind linear unabhéngig und bilden eine
Basis von im g.



