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Bitte beachten Sie die folgenden Hinweise:

¢ Beginnen Sie die Klausur nur nach der allgemeinen Aufforderung.
e Es sind auler Schreibgerit keine weiteren Hilfsmittel gestattet.

o Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.

e Sie diirfen beliebig viele der umseitigen acht Aufgaben bearbeiten.

e Bearbeiten Sie Aufgaben jeweils direkt unterhalb des Aufgabentextes und auf der
bzw. den nachfolgenden Leerseiten.

o Bei Bedarf erhalten Sie zusétzliche Leerbléatter. Beschriften Sie diese jeweils mit
Threm Namen, Threr Matrikelnummer und der relevanten Aufgabennummer. Lassen
Sie hinreichend freien Rand.

e Geben Sie am Ende das Aufgabenheft und ggf. zusétzliche Losungsblatter nach Auf-
gabenreihenfolge geordnet ab.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Lésungen (z,y, z) € Q% der Vektor-Gleichung

() ()-0)

indem Sie die zugehorige Koeffizientenmatrix bilden, diese auf reduzierte Zeilenstu-
fenform bringen und daraus die Losungen ablesen.

(b) In einem Ring R gilt fiir die Addition + bekanntlich das Assoziativgesetz:
Ve,y,z€ R: (x+y)+z=a+ (y+ 2). (%)

Leiten Sie daraus die folgende Rechenregel ab, wobei Sie bei jedem Schritt genau
kenntlich machen, wie (%) anzuwenden ist:

Va,b,c,d€ R: (a+b)+ (c+d)=a+ ((b+c)+d).

(c) Berechnen Sie mittels wiederholter Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes
die Determinante der Matrix

1 2 3 4
0100

A= 0 4 1 2 € Maty (F5)
2 3 41

wobei F5 = Z/5Z den Koérper mit 5 Elementen bezeichne.
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei K ein Korper, und sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Sei W ein weiterer K-Vektorraum und ¢: V' — W eine lineare Abbildung. Geben
Sie die Definitionen fiir den Kern und das Bild von ¢ an.

(b) Seien U, W Untervektorrdume von V. Geben Sie an, unter welchen Bedingungen V
definitionsgemaf die direkte Summe von U und W ist, also V =U & W gilt.

(c) Ein Endomorphismus o € End(V) habe die Eigenschaft a? = «. Beweisen Sie, daf
dann V = Kern(a) ¢ Bild(a) gilt.

(d) Betrachten Sie nun konkret den R-Vektorraum R3, mit der Basis ¢ = (e1, e, e3).
Nennen Sie explizit ein Beispiel fiir einen Endomorphismus a: R? — R3 mit o? = «
und Rang(a) = 2, indem Sie die zugehorige Koordinatenmatrix A = [a]e angeben.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers ggT(59, 142) der Zahlen 59 und 142
mittels des Euklidischen Algorithmus wurde folgende Rechnung begonnen:

142 —2.59 =24
99 —-2-24=11

(a) Vervollstandigen Sie die Rechnung und bestimmen Sie so ggT(59, 142).

(b) Bestimmen Sie mittels der Erweiterung des Euklidischen Algorithmus eine explizite
Darstellung von ggT (59, 142) als ganzzahlige Linearkombination von 59 und 142.

(¢) Ist 59 modulo 142 invertierbar, d.h., ist die Restklasse 59 eine Einheit in dem
Restklassenring Z/142Z7 — Begriinden Sie Thre Antwort und bestimmen Sie ggf. das
multiplikativ inverse Element zu 59 in Z/1427.

(d) Hat die Kongruenzengleichung
59x +37=710

wenigstens eine ganzzahlige Losung x in Z? — Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Aufgabe 4 (18 Punkte)

Sei K ein Korper, und sei V' ein K-Vektorraum. Sei a: V' — V ein Endomorphismus.

(a)

(b)

Geben Sie die Definitionen fiir die Begriffe , Eigenvektor®, ,Eigenwert“ sowie ,Eigen-
raum®, in Hinblick auf «, an.

Sei n € N, und seien vy, ...,v, € V Eigenvektoren fiir o zu paarweise verschiedenen
Eigenwerten A1,..., A\, € K. Zeigen Sie per Induktion nach n, dal vy,...,v, linear
unabhéngig sind, indem Sie zu geeigneten Koeffizienten ¢y, ..., ¢, € K die Terme

n n
An Z Civ; und (Z c@-vl') o
i=1 i=1

betrachten, geeignet umformen und vergleichen.

Der Endomorphismus o € End(V) habe die Eigenschaft a® = a. Zeigen Sie, dafl «
hochstens Eigenwerte gleich 0, 1 oder —1 besitzen kann.

Betrachten Sie nun konkret den Vektorraum V = R3 iiber K = R, mit der Basis
¢ = (e1, €2, e3). Die Koordinatenmatrix von a bzgl. € sei

01
A:[Oé]qg: 0 0
10

S = O

Gibt es eine Basis fiir V, die vollstdndig aus Eigenvektoren fiir o besteht?
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Aufgabe 5 (20 Punkte)

Sei K ein Korper, und sei V' ein 4-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis € = (eg, ..., e4).
Sei a: V' — V der Endomorphismus mit Koordinatenmatrix

A=lale = € Maty(K).

o O O O
o O o
OO = O
o= O O

(a) Geben Sie die Definition fiir den Rang einer linearen Abbildung ¢: U — W zwischen
K-Vektorrdumen an.

(b) Geben Sie, in Abhingigkeit von k € N, explizit Basen fiir Kern(a*) und fiir Bild(a*)
an; bestimmen Sie zudem den Rang von o € End(V). Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Betrachten Sie Mats(K) wie iiblich als K-Vektorraum. Weisen Sie mit Hilfe des
Untervektorraumkriteriums nach, dafl

U= {B e Maty(K) | AB= BA}
ein Untervektorraum von Maty(K) ist.

(d) Zeigen Sie, dafi der in (c) betrachtete Untervektorraum U weder gleich {0} noch
gleich Maty(K) ist.

(e) Sei f: V — V der lineare Endomorphismus mit Koordinatenmatrix

B =[Ble = € Maty(K).

o O O O
oo o=
O O =~
O = = =

Bestimmen Sie eine Basis B = (v1,v2,vs3,v4) fiir V mit den Eigenschaften
V1 — e = (1, 0, 0, 0) und [,3]«3 = A,

sowie eine Matrix T € GL4(K) mit der Eigenschaft TBT ! = A.
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Aufgabe 6 (20 Punkte)
Sei V' ein R-Vektorraum.

(a)

(b)

()

Geben Sie die drei definierenden Bedingungen fiir ein Skalarprodukt (-,-): VxV — R
sowie die Definition der von (-, -) induzierten Norm ||-|| an.

Geben Sie die Definition einer Orthonormalbasis fiir V' beziiglich eines Skalarproduk-
tes (-,-) an.

Sei nun V = R3, der Standardvektorraum, und
() VXV =R, ((21,22,23), (Y1, Y2, ¥3)) = 151 + 222y2 + T3Y3.
Uberpriifen Sie, daf§ (-, -) tatsichlich ein Skalarprodukt auf V' definiert.
Bestimmen Sie mithilfe des Gram—Schmidt-Verfahrens fiir die Vektoren
vy = (1,1,1), v =(1,-1,2)

eine Orthonormalbasis der linearen Hiille U = (v1,v2) im Vektorraum V = R3,
ausgestattet mit dem Skalarprodukt aus (c).

Sei nun V = R2 und a: V — V linear mit Koordinatenmatrix

2 1
[a]e = (1 3>-

Bestimmen Sie eine Basis O = (v1, v2) fiir V, die aus Eigenvektoren von « besteht, und
geben Sie [a]p an. Uberpriifen Sie, ob vy, vy beziiglich des Standardskalarproduktes

() VxV =R, ((z1,22), (Y1,42)) = 2191 + T292

senkrecht zueinander stehen.
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Aufgabe 7 (15 Punkte)

Betrachten Sie V = Mat3(Q) als 9-dimensionalen Q-Vektorraum sowie die Permutations-
matrizen

(a)

(b)

100 010 00 1
Pp=|010|, Pm=|0oo0o1|, P=[10 0],
00 1 100 010
100 010 00 1
Pi=|0 0 1|, P=|100|, P=|010
010 00 1 100

Belegen Sie, daf3 die sechs Matrizen Pi, P, ..., Ps als Vektoren in V nicht linear
unabhéngig sind, beispielsweise indem Sie zwei verschiedene Linearkombination dieser
Matrizen mit Koeffizienten in {0, 1} angeben, die beide die gleiche Matrix ergeben.

Bestimmen Sie die Dimension der linearen Hiille
U={P,P...,Ps})CV

sowie eine geordnete Basis B fiir den Untervektorraum U, die sich aus geeigneten
Permutationsmatrizen zusammensetzt.

Transponieren liefert erkennbarerweise eine lineare Abbildung 9: U — U, A — A",
Berechnen Sie die Koordinatenmatrix [¢]g von ¥ bzgl. der von Ihnen in (b) bestimmten
Basis ‘5.

Entscheiden Sie, ob der in (c) betrachtete Endomorphismus 9 € End (i) diagonali-
sierbar ist und bestimmen Sie ggf. eine Basis € fiir U, so daf [¢]¢ Diagonalgestalt
besitzt.
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Aufgabe 8 (15 Punkte)

Betrachten Sie fiir m,n € N die m x m-Matrix

n 1 1 - 1
1 n 1 1

Bmn=11 1 . . | € Mat,(Q)
Co .on 1
11 -~ 1 n

mit Diagonaleintragen n und Eintragen 1 an allen anderen Positionen.

(a)

Geben Sie zunéchst (ohne Beweis) die Leibniz-Formel fiir die Berechnung der Deter-
minante einer allgemeinen m x m-Matrix A = (a;5);; € Mat,,(Q) an.

Nennen Sie in diesem Zusammenhang auch die Definition einer Permutation. Weitere
dariiber hinaus einflielende Konzepte sollten Sie mit dem jeweiligen Fachbegriff kurz
benennen; Sie brauchen diese aber nicht im Detail zu definieren.

Berechnen Sie nun konkret det(Bs3), indem Sie die Determinante direkt nach der
ersten Spalte entwickeln und dann geeignet weiterrechnen.

Leiten Sie alsdann allgemein, fiir m,n € N, die Rekursionsformel
-1
det(Bpn) =n- (1= )" det(Bm—1,n41)

her, indem Sie ausnutzen, wie sich die Determinante unter elementaren Zeilenum-
formungen verhalt: Transformieren Sie die Matrix B,,, geeignet in eine Matrix
B,, , € Mat;,,(Q), deren erste Spalte nahezu nur Nulleintrage besitzt, so daf8 die
Berechnung von det(B,, ) auf die Berechnung von det(By,—1,n+1) zuriickgefiihrt
werden kann.

Verwenden Sie schliellich die Rekursionsformel in (c), um beispielhaft det(Bs2) ohne
groflen Rechenaufwand, sondern durch geschicktes Kiirzen explizit zu berechnen.



