Prof. Dr. Benjamin Klopsch hh Heinrich Heine
Wintersemester 2022/23 U Disseldort B
Lineare Algebra I — Blatt 9

Abgabe der schriftlichen Losungen zu Aufgaben 9.1, 9.2, 9.3 und 9.4 bis
Mittwoch, den 14.12.2022, 10.15 Uhr in den dafiir vorgesehenen Késten

Bitte beachten Sie die allgemeinen Hinweise zur Bearbeitung und Abgabe auf
http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/LAI_WS2223/ .

Durchweg auf dem gesamten Ubungsblatt bezeichne K einen Kérper. Fiir m,n € N be-
zeichne Mat,, ,(K') die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen in K.

e Eine Matrix A € Mat,, ,(K) hat Zeilenstufenform, falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

(ZSF1) Ist eine Zeile von A von Null verschieden, so ist der (von links nach rechts gelesen)
erste von 0 verschiedene Eintrag in dieser Zeile gleich 1. Die Position dieses Eintrags
heifst dann Angelpunkt der Zeile.

(ZSF2) Von Null verschiedene Zeilen liegen allesamt oberhalb von Nullzeilen. Sind die
1te und jte Zeile von Null verschieden und i < j, dann erscheint der Angelpunkt der
jten Zeile in einer Spalte rechts von der des Angelpunktes der iten Zeile.

Die Matrix A befindet sich in reduzierter Zeilenstufenform, falls zusétzlich gilt:

(ZSF3) Alle Eintrége einer Spalte, in der ein Angelpunkt liegt, sind, bis auf den Eintrag 1
im Angelpunkt selbst, gleich 0.

e Eine Losung des durch Angabe von

A= (@ij)lgigm € Matm,n(K) und b= (bi)lsigm € Matm’l(K)
1<j<n

spezifizierten linearen Gleichungssystems!

ajlry + a1y + ...+ a1, = bl
a91x1 + Q999 + ... + QopT, = b2
: : : . ()

Am1T1 + QmaXs + ... + QunTn = bm
ist ein Tupel (x1,...,2,) € K", fiir welches die gegebenen Gleichungen () erfiillt sind.
Das LGS heifst homogen, falls b=0, d.h. by =... =b,, =0, gilt; andernfalls heifst das LGS
inhomogen. Das dem LGS zugeordnete homogene Gleichungssystem ist das homogene
LGS, welches sich ergibt, indem by, ..., b,, allesamt durch 0 ersetzt werden.

Die Matrix A € Mat,, ,,(K) heifit die dem LGS zugeordnete Koeffizientenmatriz; die
Matrix (A | b) € Maty, 41 (K), die sich durch Ergénzen einer weiteren Spalte mit den b
entsprechenden Eintragen ergibt, ist die zugeordnete erweiterte Koeffizientenmatriz.

e Ein affiner Unterraum eines K-Vektorraums V ist eine Teilmenge 7" € V mit der
Eigenschaft, daf {w —v | v,w € T} einen Untervektorraum von V' bildet; die Dimension
von 7 ist die Dimension dieses Untervektorraums.

Bitte wenden!

Tm folgenden kiirzen wir ,lineares Gleichungssystem® durch LGS ab.
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Aufgabe 9.1 (4 Punkte)

Seien m,n € N, und betrachten Sie das LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A | b),
fir A e Mat,,, ,(K) und b € Mat,, ;(K). Verifizieren Sie:

(a) Ist die Losungsmenge L ¢ K™ des LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix (A | b)
nicht leer, so ist L ein affiner Unterraum des Standardvektorraums K. Weiter ist Ly =
{y —x|x,ye L} dann die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS, und fiir jede
beliebige spezielle Losung x € L gilt: L={z+u|ue Ly}.

(b) Geht (A’ |0V'") aus (A | b) durch Anwendung von endlich vielen elementaren Zeilen-

umformungen hervor, so haben die beiden LGS mit erweiterten Koeffizientenmatrizen
(A]b) bzw. (A" |b") dieselbe Losungsmenge L = L' ¢ K™.

Aufgabe 9.2 (4 Punkte)

Seien m,n € N. Zeigen Sie per Induktion nach m: Jede Matrix A € Mat,, ,,(K) 1t sich
durch eine geeignete Anwendung von endlich vielen elementaren Zeilenumformungen in
eine Matrix A’ € Mat,, ,(K) tiberfiihren, die reduzierte Zeilenstufenform besitzt.

Aufgabe 9.3 (4 Punkte)

Seien m,n € N, und sei L ¢ K™ die Losungsmenge des LGS mit erweiterter Koeffizienten-
matrix (A | b), fir A € Mat,, ,(K) und b € Mat,, 1 (/). Weiter besitze (A | b) reduzierte
Zeilenstufenform. Zeigen Sie:

(a) Liegt in der letzten Spalte von (A |b) ein Angelpunkt, so ist L leer.

(b) Liegt in der letzten Spalte von (A | b) kein Angelpunkt und ist r die Anzahl der
Angelpunkte in (A | b), so gilt 0 <7 <n und L ¢ K" ist ein affiner Unterraum der
Dimension n - 7. Insbesondere ist L # @.

Hinweis. Fiir (b) seien 1 < j; < ... < j, < n die Spaltenindizes der verschiedenen An-
gelpunkte und J = {ji,...,J,}. Erklaren Sie, wieso es zu jeder Wahl von z; € K fiir
i€e{l,...,n} N J genau eine Wahl von z; € K fiir j € J gibt, so daf (zy,...,2,) eine
Losung des LGS ist. Folgern Sie L # @ und wenden Sie Aufgabe 9.1(a) an. Geben Sie eine
Basis fiir den Losungsraum Ly des zugehorigen homogenen LGS an.

Aufgabe 9.4 (4 Punkte)

Losen Sie jedes der drei folgenden LGS iiber dem Korper K = Q, indem Sie jeweils
die erweiterte Koeffizientenmatrix durch geeignete Elementarumformungen auf reduzierte
Zeilenstufenform bringen. Geben Sie sodann die jeweilige Losungsmenge L ¢ Q3, sofern
sie nicht leer ist, explizit in der Form L = v + (B) an, wobei eine spezielle Losung v und
eine Basis B fiir den Losungsraum des zugehorigen homogenen LGS zu bestimmen sind.

2z, + To — 25(73 = 10 3r; - To — 21’3 = 7
(f) baxy + 4dxe + 3x3 = 4, (1) x1 + 2m9 + 3wy = -1,
8ri + 06x9 + brs = 5 S5r1 + 3x9 + 4wz = 2

T, + 229 - 3ZE3 = 3

(§) 4(131 + 3ZE2 - 2ZE3 = 7

2271 - To + 4273 =1

Bitte wenden!
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Die nachfolgende Aufgabe, eine Klausuraufgabe aus dem letzten SoSe, brauchen Sie nicht
schriftlich zu bearbeiten; es handelt sich um ein zusétzliches Ubungsangebot, um Inhalte
der Vorlesung zu vertiefen.

Aufgabe 9.5
(a) Bringen Sie die Matrix

1 -2 3 0
1 -1 4 -1

A = 1 O 5 _2 c Mat4(@),
T Y z w

wobei z,y, z,w € Q Parameter darstellen, durch eine Kette geeigneter und anzugebender
Elementarumformungen auf Zeilenstufenform.

(b) Welche Dimension besitzt der Untervektorraum
U=((1,-2,3,0), (1,-1,4,-1), (1,0,5,-2))

des Standardvektorraums Q*? Begriinden Sie knapp Ihre Antwort.

(c) Geben Sie ein homogenes lineares Gleichungssystem mit kleinstmoglicher Anzahl an
Gleichungen in den Variablen x,y,z,w an, dessen rationale Losungen (z,y,z,w) € Q*
gerade den Elementen des Untervektorraums U in (b) entsprechen.



