Prof. Dr. Benjamin KlOpSCh h h Heinrich Heine
Wintersemester 2022 /23 U Disseldort B
Lineare Algebra I — Blatt 11

Abgabe der schriftlichen Losungen zu Aufgaben 11.1, 11.2, 11.3 und 11.4 bis
Mittwoch, den 11.01.2023, 10.15 Uhr in den dafiir vorgesehenen Késten

Bitte beachten Sie die allgemeinen Hinweise zur Bearbeitung und Abgabe auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/LAI_WS2223/ .

Aufgabe 11.1 (4 Punkte)

Seien p:U - V und ¢:V — W lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen U, V, W iiber
einem Korper K. Zeigen Sie:

(a) Die Hintereinanderausfithrung ¢i:U — W ist eine lineare Abbildung.

(b) Der Kern Kern(v) = {v e V | vy = 0} ist ein Untervektorraum von V', und das Bild
Bild(¢) = {v¢) | v € V'} ist ein Untervektorraum von W.

(c) Aus V = (S) fiir eine Menge S ¢ V folgt Bild(v)) = ({s¢ | s € S}), und es gilt
dim Bild(¢) < dim V.

Aufgabe 11.2 (4 Punkte)
(a) Entscheiden und begriinden Sie, welche der folgenden Abbildungen linear sind:

(i) p:R3 > R?, (z,9,2) —~ (z + z,y + 1) zwischen den R-Vektorrdumen R3 und R?;

(i) p:Q? - Q?, (z,y) ~ (y?,x) von dem Q-Vektorraum Q? in sich;

(iii) @:FY - FY (ai)ien = (a2:)ien von dem Folgenraum FY iiber Fy in sich.
(b) Geben Sie die Koordinatenmatrix T" = [0]¢ 7 fiir die lineare Abbildung

PR3- RY (z,y,2) = (v -y, y—2,2,2+1)

beziiglich der Standardbasen € fiir R? und § fiir R* an.
Bestimmen Sie Kern(¢) und Bild(?), indem Sie jeweils eine Basis berechnen.

Aufgabe 11.3 (4 Punkte)

Betrachte die reellen Vektorrdume V' = R? und W = R3 mit Standardbasen € = (ey,eq)
bzw. § = (f1, f2, f3). Weiter seien B = (vq,v,) und € = (wy, wq, wy) fiir

U] = €] — ey, vy = —2e; + ey,

wy = f1 - [, wy = fo + f3, w3 = f3.

(a) Uberpriifen Sie, daf %8 und € alternative Basen fiir V und W bilden.

(b) Sei ¥ € Hom(R2,R3) mit v;9 = w; und v = wy. Bestimmen Sie [J]g ¢ und [J]egz ,
die Koordinatenmatrizen von 1 bzgl. der Basen B und € bzw. bzgl. der Basen € und §.

(c) Finden Sie eine lineare Abbildung ¢: W — V mit J4 = idy und geben Sie die entspre-
chenden Koordinatenmatrizen [t¢]¢ s und [¢]z ¢ an.

Bitte wenden!
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Aufgabe 11.4 (4 Punkte)

Sei n e N, und V = K™ der Standardvektorraum iiber einem Koérper K, ausgestattet mit
der sogenannten Standardbilinearform

K'x K" > K, ((:cl, Ty, (yl,...,yn)) > leyl
i=1
Sei U ein Untervektorraum von V', und sei
Ut =gt {w eV |[VYueU:u-w=0}.

(a) Zeigen Sie: Ut ist ein Untervektorraum von V.

(b) Der Untervektorraum U sei k-dimensional, mit einer Basis, die beziiglich der Stan-

dardbasis € = (eq,...,e,) von V die Koordinatenmatrix
I 0 - 0 A1,k+1 A1 k+2 0 Q1n
0 1 A2,k+1  Alk+2 0 A2
. 0o - 2" | e Maty, ,(K)
0 -+ 0 1 arrs1r Grrs2 - Qip

mit gewissen Eintragen a;; € K habe. Zeigen Sie: Dann hat U* die Dimension n — k& und
besitzt genauer eine Basis, die die Koordinatenmatrix

—Q k1 —Q2k+1 0 Qg L0 0 0

-a —-a eo=a 0 1 :
1‘,k+2 2.,k+2 k:',k:+2 D 0 c Matn—k;,n(K)

~1,  —Gyn v —Gpn, 0 - 01

beziiglich der Standardbasis & hat.

Anleitung. Uberpriifen Sie zunichst, dass U* einen Untervektoraum von V bildet. Weisen
Sie sodann nach, daf die angegebenen Zeilenvektoren jedenfalls in U+t liegen, und erklaren
Sie anschlieffend, wieso sie bereits eine Basis fiir Ut bilden.

Bitte wenden!
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Weihnachtsritsel. Aus einem mathematischen Seminar im hohen Norden (Kiel) ist
durch viele Generationen hindurch folgendes Rétsel iiberliefert worden. Viel Spass dabei!

Hier ist ein Weihnachtsréitsel, mit dem sich die ganze Familie beschéftigen kann, wenn
iiber die Feiertage mal Langeweile aufkommen sollte.

Es geht darum, herauszufinden, in welchem Stall das Christkind geboren wurde. Fiinf
Stélle liegen in einer Reihe entlang der Strafe. Jeder von diesen tréigt eine andere Farbe.
In jedem Stall wohnt ein anderer Hirte aus einer anderen Landschaft Paldstinas. Jeder
Stallhirte bevorzugt ein bestimmtes Getrank, benutzt ein bestimmtes Gewiirz und halt ein
bestimmtes Haustier. Keiner der Hirten trinkt das gleiche Getrénk, wiirzt mit demselben
Gewlirz oder hélt das gleiche Tier wie ein anderer Hirte. Himmlische Botschafter haben
die folgenden Hinweise vergeben:

1. Das Christkind ist in dem Stall geboren, in dem ein Esel gehalten wird.
2. Der galildische Hirte lebt in einem roten Stall.
3. Der samaritische Hirte hélt einen Hund.
4. Der judéiische Hirte trinkt gerne Tee.
5. Der griine Stall liegt, von der Strafse gesehen, links neben dem weifen Stall.
6. Der Hirte des griinen Stalles trinkt Fruchtnektar.
7. Der Hirte, der mit Nelken wiirzt, hélt einen Vogel.
8. Der Hirte, der im mittleren Stall wohnt, trinkt Milch.
9. Der Hirte des gelben Stalles wiirzt mit Pfeffer.
10. Der ituraische Hirte wohnt im ersten Stall von links.
11. Der Hirte, der mit Koriander wiirzt, wohnt neben dem, der eine Katze halt.
12. Der Hirte, der ein Kamel héalt, wohnt neben dem, der mit Pfeffer wiirzt.
13. Der mit Zimt wiirzt trinkt gerne Wein.
14. Der ituraische Hirte wohnt neben dem blauen Stall.
15. Der peraische Hirte wiirzt mit Safran.

16. Der mit Koriander wiirzt hat einen Nachbarn, der Wasser trinkt.

Also, in welchem Stall wurde das Christkind geboren?

Frohe Weihnachten und kommen Sie gut ins neue Jahr!



