Modelltheorie II — Blatt 1
Abgabe am 29.4.2020 per Mail an Florian.

Wie {iblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (2 Punkte):
Sei K ein Korper, und sei | - o : K(X) = R>q definiert durch: |0/, = 0 und |§|OO = edesf—deg g fiiy f g € K[X]\ {0}.

Zeigen Sie, dass | - |« ein Betrag auf K (X) ist. Ist er archimedisch?

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Sei K ein Korper und sei | - | ein Betrag auf K. Zeigen Sie:
(a) Fiir jede reelle Zahl 0 < X < 1 ist auch = ~ |z|* ein Betrag auf K.
(b) TIst | - | nicht-archimedisch, so ist allgemeiner fiir jedes reelle A > 0 die Funktion x ~ |z|* ein Betrag auf K.

(Bei dieser Aufgabe definieren wir 0° := 0.)

Aufgabe 3 (2 Punkte):

Sei K ein Korper und sei | - | ein Betrag auf K. In anderen Kontexten wird ,archimedisch” eigentlich eher wie folgt
definiert:
(%) |- ist archimedisch, wenn fiir alle 2,y € K* eine natiirliche Zahl n > 1 existiert, so dass |1z| < |y| < |nz].

Zeigen Sie, dass diese Definition () dquivalent zu der aus der Vorlesung ist — aufier fiir den trivialen Betrag.

Aufgabe 4 (8 Punkte):
Sei K ein Korper und | - | ein nicht-archimedischer Betrag auf K. Zeigen Sie:
(a) Fir z,y € K mit |z| # |y| gilt: |z + y| = max{|z|, |y}
(b) Ist n > 2 und sind 1, ...,2, € K mit 1 +--- 4+ z,, = 0, so wird das Maximum maxi<;<, |z;| fiir mindestens
zwei verschiedene ¢ angenommen.
(c) ,Jedes Dreieck ist gleichschenklig”: Fiir beliebige z,y, z € K gilt: Mindestens zwei der Betrige |z — y|, | — 2| und
|y — z| sind gleich.

(d) ,Jeder Punkt eines Balls ist Mittelpunkt des Balls: Sei z € K, r € Rund sei B :={y € K | |z —y| < r} der Ball
um z vom Radius r. Dann gilt fiir jedes 2’ € B: B={y € K | |2’ —y| < r}.

Vorlesungswebseite: http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/MT-V-SS20/
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