Modelltheorie II — Blatt 11
Abgabe am 8.7.2020 per Mail an Florian.

Wie {iblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (2+1+42+2 Punkte):

Der Beweis von Bemerkung 3.1.3 war nicht sonderlich ausfiihrlich (,,Kompaktheit®). In dieser Aufgabe sollen die Details
davon ausgefiillt werden (d.h. die Aussage der Bemerkung soll aus Satz 3.1.2 hergeleitet werden).

(a) Zeigen Sie: Die Bedingung an f aus Satz 3.1.2 ist definierbar im folgenden Sinne:
Sind ¢(...,a) und ¥(...,a) Formeln, die eine Menge X, C K™ x RV™ und eine Funktion f,: K" — RVY
definieren (fiir ¢ € K" x RV?), so existiert eine Formel x4 (z), so dass fir jedes Modell K |= HEN( o und jedes
a € K" x RV* gilt: Die Bedingung aus dem Satz ist fiir X, und f, erfiillt genau dann, wenn K = x4.4(a) gilt.

iir jedes ¢ wie oben und jedes 0,0 gilt: X = X ?, wobei die Vereinigung iiber die
b) Fiir jedes ¢ wie ob d jedes K = HENg gil b X, (K K" x RV?® bei die Vereini iber di
Formeln ¢ der obigen Form l3uft.

(¢) Fiir jedes ¢ wie oben existieren endlich viele Formeln 11, . . ., 9)¢, so dass fiir jedes K = HEN g gilt: Ule X, (I) =
K" x RV*®.

(d) Konstruieren Sie aus den Formeln ¢; und x4 4, aus (c) eine Formel ¢, die Bemerkung 3.1.3 erfiillt.

Aufgabe 2 (2+2+43+2 Punkte):
Sei L D Lgy eine RV-Expansion und sei K eine L-Struktur, die (als Lgy-Struktur) ein Modell von HEN ¢ ist.

In dieser Aufgabe wollen wir eine ,topologische Charakterisierung des Rangs von definierbaren Mengen in K™ geben
(vgl. Blatt 10, Aufgabe 3). In vielen Teilaufgaben wird dazu Satz 5.7.3 aus dem alten Skript verwendet.

(a) Zeigen Sie: Ist f: RVY — K definierbar, so ist das Bild von f endlich.
Hinweis: Sie konnen entweder direkt mit einer VF-qf-Formel argumentieren, die den Graph von f definiert, oder
Sie kénnen bei der Abbildung g: (K*)Y — K,a~ f(rv(a)) den Rang der Fasern bestimmen.

In (b) und (c) sei f: K — RV” eine definierbare Abbildung, deren Fasern krumme Quader sind, und sei X ¢ K™
eine definierbare Teilmenge, die sich als (moglicherweise unendliche) Vereinigung von Fasern von f schreiben lésst.

(b) Sei ¢ < n gegeben. Wir nehmen (in dieser Teilaufgabe) zusatzlich an, dass fiir alle Fasern @ von f, die in X liegen,
folgendes gilt: Sind Ay, ..., )\, die Radien von @Q, so ist Ay = co. Sei auRerdem 7: K™ — K"~! die Projektion,
die die ¢-te Koordinate vergisst.

Zeigen Sie: Fiir alle a € K" ! ist 7~!(a) N X endlich.
Hinweis: Verwenden Sie (a).

(c) Ist Q ein krummer Quader mit Radien A1,...,\,, so definieren wir r(Q) als die Anzahl der ¢ < n, fiir die A; # o0
gilt. Zeigen Sie: rk X = maxg r(Q), wobei das Maximum iiber all diejenigen Fasern von f lduft, die in X liegen.
Hinweis: Fiir ,,>* reicht es, fiir einen einzigen krummen Quader eine untere Abschétzung fiir den Rang zu finden.
Fiir ,,<* Zerlegen Sie X in (endlich viele) Teile danach, welche \; = oo sind. Fiir jedes Teil konnen Sie dann mit
Hilfe von (b) eine obere Schranke fiir den Rang erhalten.

(d) Sei nun Y C K™ eine beliebige definierbare Menge. Zeigen Sie: Der Rang von Y ist gleich dem maximalen d, fiir
das eine Koordinaten-Projektion 7: K™ — K% existiert, so dass 7(Y’) nicht-leeres inneres hat. (,,Koordinaten-
Projektion” bedeutet: Abbildung der Form (ay ..., ap) = (ai,,...a;,), fir 1 <i; <--- <ig <n.)

Hinweis: Um 7 zu finden wihlen Sie aus den Teilen im Hinweis zu (c) ein geeignetes aus. Um dann zu zeigen,
dass 7(Y") nicht-leeres inneres hat ist Aufgabe 3 (c¢) vom vorigen Blatt niitzlich.
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