Modelltheorie II — Blatt 3
Abgabe am 13.5.2020 per Mail an Florian.

Wie {iblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (2 Punkte):

Die (abstrakte) divisible Hiille einer Gruppe I' ist definiert als I'g := ,,{% | a € I',n € N}*. (Formal ist hiermit gemeint:
Igo= (T xNsg)/~, mit (a,n) ~ (a’,n') < an’ =a'n.)

Zeigen Sie: Ist T eine angeordnete abelsche Gruppe, so l4sst sich die Anordnung eindeutig auf I'g fortsetzen. (Dass I'g
eine Gruppe ist, diirfen Sie verwenden.)

Aufgabe 2 (4 Punkte):

(a) Zeigen Sie, dass v/2 nicht in Qs liegt. (Genauer: in Qy existiert kein Element o mit o = 2.)

Hinweis: Was kann man iiber die 2-adische Bewertung von /2 aus den Bewertungsaxiomen folgern?
(b) Zeigen Sie, dass /2 nicht in Q3 liegt.

Hinweis: Zeigen Sie zuniichst, dass v/2 in Zj3 liegen miisste. Was konnen Sie dann iiber res(v/2) sagen?

Aufgabe 3 (4 Punkte):
Sei K ein algebraisch abgeschlossener bewerteter Korper. Zeigen Sie:

(a) Die Wertegruppe I ist divisibel.
Hinweis: Aufgabe 2 (a) sollte Sie auf eine Idee bringen.

(b) Der Restklassenkdrper K ist auch algebraisch abgeschlossen. -
Hinweis: Wéhlen Sie zu einem f € K[X] ein beliebiges f € Ox[X] mit res(f) = f. Zeigen Sie, dass f (mindestens)
eine Nullstelle o in Ok besitzt. Zeigen Sie, dass res(«) eine Nullstelle von f ist.

Aufgabe 4 (6 Punkte):

Sei K ein bewerteter Korper mit Wertegruppe I' und Restklassenkdrper K. Sei auRerdem L = K(a) D K eine
Korpererweiterung vom Grad 2, mit a := o? € K. Zeigen Sie:

(a) Ist v(a) in T nicht durch 2 teilbar, so gibt es genau eine Moglichkeit, die Bewertung von K auf L fortzusetzen.
Die Wertegruppe der fortgesetzten Bewertung ist dann %F und der Restklassenkorper ist L = K.
Hinweis: Was lisst sich iiber die Bewertung eines Elements b + ca € L, fiir b, ¢ € K, sagen? (Bemerkung 1.3.9 ist
niitzlich.)

(b) Ist v(a) = 0 und besitzt res(a) keine Wurzel in K, so gibt es genau eine Moglichkeit, die Bewertung von K auf L
fortzusetzen.
Hinweis: Zeigen Sie: v(b + ca) = min{v(b),v(c)}. (Wenn v(b + ca) > v(b) = v(c) wire, wiirde res(2) einen
Widerspruch liefern.)
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