Modelltheorie II — Kurzskript

Inhaltsverzeichnis

1 Bewertete Korper

1.1 Betrage . . . . . . . e
1.2 Vervollstdndigung . . . . . . . . . . ... oo
1.3 Bewertete Korper . . . . . . . ... o oo oo
1.4 Bewertungsringe . . . . . . . . . . e
1.5 Fortsetzung von Bewertungen . . . . .. . .. ... ...
1.6 Newton-Polygone . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
1.7 Henselsche Kérper . . . . .. .. ... o 0oL,
1.8 Anwendung auf diophantische Gleichungen . . . . ... ... ..

Quantorenelimination in bewerteten Korpern

2.1 Leitterme . . . . . . .. L
2.2 Quantorenelimination: Die Aussagen . . . . . ... ... ... ..
2.3 Polynomeundrv . . ... ... Lo
2.4 Beweis von Quantorenelimination . . . . .. ... ... ... ...
2.5 Der Satz von Ax-Kochen/Ershov und andere Folgerungen . . . .
2.6 Bessere Quantorenelimination in Spezialfallen . . . . . . .. . ..

Rationalitdt von Poincaré-Reihen

3.1 Zerlegung in krumme Quader . . . ... ... ... ... .....
32 Messenin@Q, . ... ... ...
3.3 Rationalitit von Presburger-Poincaré-Reihen . . . . . . . .. ..
3.4 Rationalitidt von Lpp-Poincaré-Reihen . . . . . . . .. ... ...

= w NN

N OO Ut Ut



1 Bewertete Korper

1.1 Betrage

Definition 1.1.1 Sei K ein Kérper. Ein Betrag auf K ist eine Abbildung
|| K—>RZO mit:

(a) |[z|=0 < =0

(b) [2y] = |z - Iyl

(¢) |z +y| <l|z| + |y| (Dreiecksungleichung).

Beispiel 1.1.2 Auf K C R: der normale Betrag: |x|g = x falls x > 0 und
|z|r = —2 falls x > 0.

Beispiel 1.1.3 Auf K C C: der komplexe Betrag: |x + iy|lc = /2% + y? fir
z,y € R.

Beispiel 1.1.4 Der triviale Betrag auf einem beliebigen Kérper K: |0]p =0,
|zlo =1 fiirz € K*.

Bemerkung 1.1.5 Es gilt: |[1| = 1; |z| = | — z|; |1| = ‘%l| firz e K.

Definition 1.1.6 FEin Betrag | - | heifit nicht-archimedisch, wenn die ultra-
metrische Dreiecksungleichung gilt:

|+ y| < max{z[, |[y[}
Sonst heifst | - | archimedisch.

Beispiel 1.1.7 Sei p eine Primzahl. Ist x = p" - 7t € Q*, fiir m,n € Z nicht
durch p teilbar und r € Z beliebig, so setzen wir |z|, = p~". Auferdem setzen
wir |0, = 0. Dies ist ein (nicht-archimedischer) Betrag auf Q, der p-adische
Betrag.

Beispiel 1.1.8 Sei K ein belicbiger Korper und p € K[X] ein beliebiges ir-
reduzibles Polynom. Dann ldsst sich jedes Element f € K(X)* schreiben als
f=0p" -4, firgh e K[X], die nicht durch p teilbar sind und v € Z. Wir
setzen dann |f|, := e "; auferdem setzen wir |0, = 0. Dies definiert einen
nicht-archimedischen Betrag auf K(X). Ist p= X —a, fir a € K, so gibt |f|,
die Vielfachheit der Nullstelle a von f an (wobei Polstellen negativ zihlen).

Beispiel 1.1.9 Sei K ein beliebiger Kérper. Fir f = { € K(X)* (mit g,h €
K[X]) setzen wir | f|o := e/ =8/ Auferdem setzen wir |0|s := 0. Dies ist
ein (nicht-archimedischer) Betrag auf K(X).

Satz 1.1.10 (Satz von Ostrowski) Die einzigen Betrige auf Q sind der tri-
viale, x — |x|g fiir X € (0,1), und x — |z|)) fiir X € (0,00) und p prim.

Lemma 1.1.11 Sei K ein Kérper mit einem Betrag | - |, und sei A := {|n -
1| | n € Z}. Ist | - | archimedisch, so ist A unbeschrinkt. (Inbesondere hat K
Charakteristik 0.) Ist | - | nicht-archimedisch, so ist A C [0, 1].



1.2 Vervollstandigung

Lemma 1.2.1 Sei K ein Kérper und | -| ein Betrag auf K. Dann ist d(a,b) :=
la — b| eine Metrik auf K. Addition, Multiplikation, x — —x und x — > (fiir
x # 0) sind stetig beziiglich der von dieser Metrik induzierten Topologie.

Satz 1.2.2 Sei K ein Korper mit einem Betrag | - | und sei K die Vervollstin-
digung von K beziglich der von | - | induzierten Metrik. Dann lassen sich die
Addition, die Multiplikation und der Betrag von K (auf eindeutige Weise) stetig
auf K fortsetzen, und K wird auf diese Art auch ein Kdorper mit Betrag.

Beispiel 1.2.3 Die Vervollstindigung von Q beziglich | - |g ist R.

Definition 1.2.4 Sei p eine Primzahl. Die Menge der p-adischen Zahlen ist
definiert als die Menge der formalen Summen der Form

Q, = {Z rip' | N € Z,¥i: 0 <r; < p},
i>N

Die Summe und das Produkt von zwei p-adischen Zahlen sind so definiert, wie
bei der Darstellung von Zahlen in Basis p. Der (p-adische) Betrag einer p-
adischen Zahl a =5 y rip' € Q, mit ry # 0 ist definiert durch |al, := p=™.
(Und: 10|, :== 0.) Die ganzen p-adischen Zahlen sind

Zy = {Zripi €Q, | Vi: 0<r; <p}
i>0

Satz 1.2.5 (Qy, |- |p) ist (bis auf Isomorphie) die Vervollstindigung von Q be-
ziglich des p-adischen Betrags auf Q; Z,, ist der topologische Abschluss von Z
n Qp.

Bemerkung: Z,, ldsst sich auch als inverser Limes definieren:

Ly :=UmZ/p"Z = {(zr)ren | V1 2, € Z[p" L, 7y (2r) = 2r—1},

T

wobei ,.: Z/p"Z — 7/p"~17Z die kanonische Abbildung ist.

Korollar 1.2.6 Die Vervollstindigungen von Q beziiglich beliebigen Betrigen
auf Q sind: Q selbst (bei trivialem Betrag); R; Q, fiir alle Primzahlen p.

Definition 1.2.7 Sei K ein Kdrper. Die Menge der formalen Laurent-Reihen
dber K ist definiert als die Menge der formalen Summen der Form

K((t)) ={>_rt'| N € Z,Vi: r; € K},
i>N
Die Summe und das Produkt von zwei solchen Reihen sind so definiert, wie
man es bei Reihen erwartet. Der (t-adische) Betrag einer formalen Reihe a =
Yoy Titt € K((t)) mit ry # 0 ist definiert durch |al; == e~ N. (Und: 0], :=0.)
Die formalen Potenzreihen sind

K[[t] :=={> _rit' €Q, | Vi: r; € K}.

i>0

Satz 1.2.8 (K((t)),| - |+) ist (bis auf Isomorphie) die Vervollstindigung von
K(t) beziiglich des t-adischen Betrags auf K(t); K[[t]] ist der topologische Ab-
schluss von K[t] in K((t)).



1.3 Bewertete Korper

Definition 1.3.1 Fine angeordnete abelsche Gruppe ist eine abelsche Grup-
pe I' mit Ordnungsrelation <, so dass fir alle a,a’,b € T gilt: a <a' = a+b<
a +b.

Beispiel 1.3.2 (Z7+)7 (Q7+); (R7 +) (R>07')'

Beispiel 1.3.3 Sind I' und I'' angeordnete abelsche Gruppen, so ist auch T' x
IV mit der lexikographischen Ordnung eine angeordnete abelsche Gruppe:
(a,0) >0 < a>0 oder (a=0 undb>0).

Lemma 1.3.4 Angeordnete abelsche Gruppen sind torsionsfrei.

Definition 1.3.5 Sei K ein Kdrper. Eine Bewertung auf K ist eine Abbildung
v: K —» T'U{oco}, wobei T eine angeordnete abelsche Gruppe ist, so dass gilt:
e v(r)=00 <= =0
e v(ry) = v(x) +v(y)
o vz +y) > minfo(z), v(y)}.
Ein Korper mit Bewertung heifst bewerteter Korper. I' heifst Wertegruppe.
Zwei Bewertungen v: K — T, v': K — T' heiflen dquivalent wenn ein
ordungserhaltender Gruppenisomorphismus ¢: I' — I existiert mit v/ = ¢ o v.

Beispiel 1.3.6 Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R), und sei p € R prim.
Wir definieren die p-adische Bewertung v,: K — ZU{oo} wie folgt. v,(0) :=
co. Und: Ist x = p" - 0 € K*, fiir m,n € R nicht durch p teilbar und r € Z
beliebig, so setzen wir vy(zx) = 7.

Lemma 1.3.7 Ist (K,v) ein bewerteter Kéorper mit I' C (R, +), so wird durch
|z| := a="®) ein Betrag auf K definiert, fiir beliebige reelle a > 1.

Lemma 1.3.8 FEin nicht-archimedischer Betrag | - | auf einem Korper K in-
duziert eine Bewertung auf K: v(z) := —log(|z|); die Wertegruppe ist eine
Untergruppe von (R, +).

Bemerkung 1.3.9 Sei (K,v) ein bewerteter Kéorper. Dann gilt fir x,y € K:
(8) v(1) = 0; v(—2) = v(2); v(2) = —v(x)
(b) Ist v(z) # v(y), so ist v(xz +y) = min{v(z),v(y)}.

Definition 1.3.10 Sei (K,v) ein bewerteter Kéorper mit Wertegruppe T'.
(a) Ein offener Ball in K ist eine Teilmenge der Form Bs(a) = {z € K |
vix —a) >~} firae K, yeT.
(b) Ein abgeschlossener Ball in K ist eine Teilmenge der Form B>~ (a) :=
{zreK|vx—a)>~} firae K, veT.
(¢) Die Bewertungs-Topologie auf K ist die Topologie mit den offenen Bdl-
len als Basis.

Bemerkung 1.3.11 Der Schnitt von zwei (offen/abgeschlossenen/beliebigen)
Bdllen ist wieder ein (offener/abgeschlossener/beliebiger) Ball.

Bemerkung 1.3.12 Abgeschlossene Bdlle sind topologisch auch offen.



1.4 Bewertungsringe

Definition 1.4.1 Sei K ein Korper. Ein Bewertungsring (von K) ist ein
Unterring O C K, so dass fiir alle a € K gilt: a € Ok oder % € Ok. All-
gemeiner nennt man einen kommutativen Integrititsbereich Bewertungsring,
wenn er ein Bewertungsring seines Quotientenkdorpers ist.

Bemwerkung: Ist Ok ein Bewertungsring von K, so ist K = Quot Ok.

Lemma 1.4.2 Sei (K,v) ein bewerteter Korper.
o Ok :={a € K |v(a) >0} ist ein Bewertungsring mit Quotienten-Korper
K.
o O ={ac K|v(a)=0}.
o Mg :={a€ K |v(a) > 0} ist das einzige mazimale Ideal von Ok.

Definition 1.4.3 Den Ring Ok aus Lemma 1.4.2 nennt man auch den Bewer-
tungsring von v. Den Quotient K := O /My nennt man den Restklassen-
kérper. Die Abbildung O — K wird oft mit res bezeichnet (und manchmal
auch als a — @ geschrieben).

Satz 1.4.4 Sei K ein Korper. Lemma 1.4.2 induziert Bijektion

{ Bewertungen auf K}/ Aquivalenz LN {Bewertetungsringe in K}

Beispiel 1.4.5 Seien K C L angeordnete Kérper, und sei Op := {a € L |
dbe K: —b < a<b} der konvexe Abschluss von K in L. Dann ist Oy, ein
Bewertungsring.

Definition 1.4.6 Sei K ein bewerteter Korper und K sein Restklassenkorper.
Man sagt, K hat Charakteristik (p,q), wenn char K = p und char K = q ist.
Ist ¢ = p, so sagt man auch, K hat Aquicharakteristik p. Ist ¢ # p, so sagt
man, K hat gemischte Charakteristik.

Bemerkung 1.4.7 Als Charakteristiken von bewerteten Kdrpern kinnen auf-
treten: (0,0), (0,p) und (p,p), fir Primzahlen p.

1.5 Fortsetzung von Bewertungen

Definition 1.5.1 Seien (K1,v1) und (Ks,v2) bewertete Korper mit K1 C Ks
und seien 'y und Ty die entsprechenden Wertegruppen. Wir nennen vs eine
Fortsetzung von vy (auf Ko ), wenn vy dquivalent ist zur Einschrinkung va|k, .

Bemerkung 1.5.2 Nach Satz 1.4.4 ist das dquivalent zu: Ok, = Ok, N K;.
Auflerdem gilt dann auch (’)IX{1 = OIX<2 N Ky und Mg, = Mg, N Ky, und man
erhdlt eine natirliche Einbettung K1 C Ko.

Satz 1.5.3 Ist K C L eine Kérpererweiterung, so lisst sich jede Bewertung auf
K zu einer Bewertung auf L fortsetzen.

Beispiel 1.5.4 Ist K ein bewerteter Kérper, so erhdlt man auf K(X) eine
Bewertung durch v(3 -, a;xz") = min; v(a;) (und v(f(x)/g(z)) := v(f(z)) —
v(g(x))). Diese Bewertung heifst Gauf$-Bewertung.



1.6 Newton-Polygone

Im folgenden sei K ein bewerteter Kérper mit Wertegruppe I' und I'g die divi-
sible Hiille von I'.

Definition 1.6.1 Sei f = Y ja;X* € K[X]| ein Polynom mit a, # 0. Das
Newton-Polygon von f ist die Abbildung p: {0,...,n} — I'g U {oo}, die ge-
geben ist durch:

Nwa):min{v(ae), i “i)v(aﬂﬂjf)v(ai)}

i<l,j>0 j—

Satz 1.6.2 Sei f = > " a;, X" € K[X] ein Polynom vom Grad n. Wir setzen
die Bewertung von K auf beliebige Weise auf K& fort und schreiben f = a,, -
T (X — ), mit a; € K¥8 und v(ay) > v(ag) > --+ > v(ay,). Dann ist
NP;(€) = v(an) + > ;s v(a;) fir £=0,...,n.

Korollar 1.6.3 Ist f € Ok[X] ein normiertes Polynom, so liegen alle Null-
stellen von f in Ok.

Korollar 1.6.4 Sei f € Og[X] ein normiertes Polynom; wir setzen die Bewer-
tung von K auf beliebige Weise auf K& fort und schreiben T8 fiir die zuge-
horige Wertegruppe. Besitzt f genau k viele Nullstellen in K2 mit Bewertung
v €T, 50 ist ky € I'. Insbesondere ist T8 = I'p.

Satz 1.6.5 (Verallgemeinertes Eisensteinsches Irreduzibilitéts-Kriterium)
Sei f € L[X] ein Polynom vom Grad n iber einem Kérper L. Wenn eine Be-
wertung auf L existiert, so dass NPs(£) ¢ T fir 1 < ¢ < mn—1 gilt, so ist f
trreduzibel.

Satz 1.6.6 Sind f,g € K[X] Polynome vom Grad n und m und ist h = f - g,
so ldsst sich NPy, wie folgt aus NPy und NP, bestimmen:

e NP, (m +n) =NP;(n) + NPy4(m)

o Die ,Segmente” von NP}, sind genau die Segmente von NPy und die Seg-
mente von NPy, so sortiert, dass NP, konvex ist; also formal: Ist \; =
NP(i) —NPy(i—1) firi=1,...,n, und analog p; = NP4(i) —NP,(i—1)
und v; = NP, (i) —NPp(i—1), so erhdlt man die Folge v1, ...,V in, indem
man die Folge \1,..., An, 141, - - -, b aufsteigend sortiert.

1.7 Henselsche Korper

Satz 1.7.1 (Hensels Lemma) Sei K ein vollstindiger bewerteter Korper mit
T’ = Z (volistindig beziiglich der zugehiorigen Metrik). Seien f € Ok [X], a € Ok
mitv(f(a)) >0 undv(f'(a)) = 0. Dann ezistiert genau ein b € O mit f(b) =0
und v(b —a) > 0.

Bemerkung 1.7.2 FEine dquivalente Formulierung ist: Ist f € Ok|[X] und ist
a € K eine einfache Nullstelle von res(f), so besitzt f genau eine Nullstelle in
res~1(a).

Satz 1.7.3 (Newtons Lemma) Sei K ein vollstindiger bewerteter Kéorper mit
' = Z (vollstindig beziglich der zugehdrigen Metrik). Seien f € Ok [X], a € Ok
mit v(f(a)) > 2v(f'(a)). Dann existiert genau ein b € O mit f(b) = 0 und

v(b—a) = v(f(a)) = v(f'(a)) (>v(f(a)))-



Definition 1.7.4 Fin bewerteter Korper K heifst henselsch, wenn gilt: Sind
f € Ok[X] und a € O mit v(f(a)) >0 und v(f'(a)) =0, so existiert (minde-
stens) ein ag € Og mit f(ao) =0 und v(ap — a) > 0.

Beispiel 1.7.5 Nach Satz 1.7.1 sind vollstindige bewertete Kdérper mit Werte-
gruppe Z henselsch.

Beispiel 1.7.6 Algebraisch abgeschlossene bewertete Kiorper immer henselsch.

Bemerkung 1.7.7 Man kann zeigen: Ein bewerteter Korper K ist henselsch
genau dann, wenn die Bewertung von K genau eine Fortsetzung auf den alge-
braischen Abschluss K& besitzt.

Bemerkung 1.7.8 Man kann zeigen: Zu jedem bewerteten Korper K gibt es
einen kleinsten henselschen bewerteten Korper KM € K8, der K enthdlt. K"
ist (als bewerteter Kiorper) eindeutig bis auf Automorphismus iber K und heifit
henselsche Hiille von K.

Bemerkung 1.7.9 Man kann zeigen: Ist K Kérper mit Betrag und K die Ver-
vollstindigung, so ist K" = K N K&,

1.8 Anwendung auf diophantische Gleichungen

Konvention: Alle Ringe sind kommutativ und mit 1.

Notation 1.8.1 Sei f := (f1,..., f¢) € Z[X1,...,Xy]" ein Tupel von Polyno-
men und sei R ein Ring. Dann schreiben wir

Vi(R):={a€R" | fi(a) = = fiu(a) =0}
fiir die Losungen des Gleichungssystems ,,f = 0% in R™.

Bemerkung 1.8.2 Die Lisbarkeit von diophantischen Gleichungen ist unent-
scheidbar: Es gibt keinen Algorithmus, der ein Polynom f € Z[Xy,...,X,]
nimmt und entscheidet, ob Vy(Z) nicht-leer ist.

Bemerkung 1.8.3 Ist V;(Z) nicht-leer, so ist auch Vi(Z/mZ) nicht-leer fir
alle m > 1.

Lemma 1.8.4 Sei f € Z[X1,...,X,)" und m > 1. Ist m = [[,p}" die Prim-
faktorzerlegung von m, so induzieren die kanonischen Projektionen Z/mZ —
Z/p;'Z eine Bijektion

Vi(Z/mZ) — H Vi(Z/p}iZ)

Bemerkung 1.8.5 Fiir jede Primzahlp und jedesr > 0 gilt: Z/p"Z = 7L, [ p"Zy.

Definition 1.8.6 Sei f € Z[Xy,...,X,]" und p prim. Die Poincaré-Reihe
zu f ist die formale Potenzreihe

Prp(2):=)Y N,Z" € Q[|Z]],

reN

fiir Ny == #Vy(Z/p"Z).



Satz 1.8.7 Sei f € Z[X1,...,X,]" und p prim. Die Poincaré-Reihe Py p(2) ist
eine rationale Funktion in Z, d.h. Py ,(Z) € Q(Z).

Beispiel 1.8.8 Ist f das Null-Polynom in n Variablen, so ist Py ,(Z) = ﬁ.

Satz 1.8.9 Sei f € Z[X1,...,Xy]". Dann eistieren ein Polynom h € Z[Z, P]
und Ringformeln ¢o, ..., 0m, &b, ..., P, S0 dass fir jede Primzahl p gilt:

Py p(Z) = Zi—o(#qbi(g&g;,;)#(ﬁ;([Fp))Zz'

2 Quantorenelimination in bewerteten Korpern

Im gesamten Kapitel ist K ein bewerteter Korper: Auferdem ist v die Bewer-
tung, I' (oder T'x) die Wertegruppe, Ok der Bewertungsring, My C O das
maximale Ideal und K der Restklassenkorper.

2.1 Leitterme
Sei K ein bewerteter Korper.

Bemerkung 2.1.1 1 + My ist eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe
K*.

Definition 2.1.2 Wir setzen RV := K* /(1 + M) und RV := RV U{0}
und schreiben rv: K — RV fir die kanonische Abbildung K> — RV, fortge-
setzt durch 0 — 0. Fir a € K nennt man rv(a) den Leitterm von a, und RV g
ist die Leittermstruktur. Fir die Gruppe RV verwenden wir multiplikative
Notation. Auferdem setzen wir 0-£ =0 fir £ € RVg.

Bemerkung 2.1.3 Fira,b € K giltrv(a) = rv(b) genau dann, wenn v(a—b) >
v(a) ist oder a =b = 0.

Beispiel 2.1.4 Im Fall K = k((t)) bilden die Elemente der Form at™ € K (fir
a € k, m € Z) ein Reprisentantensystem von RV™; es gilt RV 2 kX x T' (als
Gruppen).

Bemerkung 2.1.5 Die Bewertung v: K — T'x U {oo} faktorisiert iber RV g,
d. h., es existiert ein Gruppenhomomorphismus f: RV — T'x U {0}, so dass
v = forv gilt. Auflerdem induziert rv einen injektiven Gruppenhomomorphismus
K* — RV, dessen Bild genau der Kern von f\RV? ist.

Notation 2.1.6 Die Abbildung f: RV — Tk U{oo} aus Bemerkung 2.1.5
bezeichnen wir in Zukunft mit vgy (oder vielleicht auch einfach mit v).

Notation 2.1.7 Seien &1,...,&,,( € RV. Wenn a; € K existieren mit rv(a;) =
& undrv(ar +---+an) =, so schreiben wir ( &~ & + -+ +&,. Wenn genau ein
¢ existiert mit ( =& + -+ -+ &,, so sagen wir, & + - - - + &, ist wohldefiniert,
und wir schreiben { =& + -+ +&,. Auferdem setzen wir —&; :=rv(—1) - &;.

Lemma 2.1.8 Seien ay,...,a, € K. Dann ist rv(a;) + --- + rv(a,) wohlde-
finiert genau dann, wenn v(ay + -+ + a,) = min{v(a1),...,v(a,)} ist. Ist
dies nicht der Fall, so gilt rv(a1) + -+ + rv(a,) ~ ¢ fir alle ¢ € RV mit
v(¢) > min{v(a),...,v(an)}.



2.2 Quantorenelimination: Die Aussagen

Definition 2.2.1 Wir definieren Lry als die zweisortige Sprache mit Sorten
VF (fiir einen bewerteten Korper) und RV (fir die zugehdrige Leittermstruktur)
und den folgenden Symbolen:

e die Ringsprache auf VF

e auf RV die Sprache der multiplikativen Gruppen und ein dreistelliges Re-

lationssymbol fir & + & =~ £3“

e cin Funktionssymbol rv: VF — RV fir die Abbildung rv: K — RV .
Ist K ein bewerteter Korper, so werden wir die Lry-Struktur (K, RV ) oft auch
einfach mit K bezeichnen.

Bemerkung 2.2.2 In L := Ly, U{V}, wobei V ein Relationssymbol fiir den
Bewertungsgring eines bewerteten Kérpers ist. Dann sind, fiir bewertete Kérper
K, die L-definierbaren Teilmengen von K™ die selben wie die Lyry-definierbaren
Teilmengen. Sowohl in L°Y als auch in Ly, existieren Sorten fiir RV, K und
I' U {oo}. Auferdem sind in beiden Sprachen definierbar: Ox C K; Mg C
K ; die Ring-Sprache auf K ; die angeordnete-abelsche-Gruppen-Sprache auf 'k ;
v: K -TU{oo};rv: K = RVg; vrv: RVg — I'g U{oo}; res: O — K.

Bemerkung 2.2.3 FEs existiert eine Lry-Theorie, deren Modelle genau die
(K,RVg) sind, fir bewertete Korper K.

Definition 2.2.4 Seien (p, q) eine mégliche Charakteristik von bewerteten Kor-
pern (vgl. Bemerkung 1.4.7). Wir schreiben HEN fiir die Theorie der hensel-
schen bewerteten Kérper, HEN, D HEN fiir die Theorie der henselschen bewer-
teten Korper der Charakteristik p (bei beliebiger Restklassenkdrper-Charakteri-
stik) und HEN, , D HEN,, fiir die Theorie der henselschen bewerteten Kérper
der Charakteristik (p,q).

Bemerkung: Diese Theorien existieren. Es gilt: HENy = HEN U{char K #
p | p prim} und HENg o = HEN U{char K # p | p prim}.

Definition 2.2.5 Fine RV-Expansion von Lgry ist eine Sprache L O Lgry, so
dass L\ Lry ,,nur auf RV lebt* d. h. nur aus Konstanten in RV, Funktionssym-
bolen RVY — RV und Relationssymbolen auf RV* besteht.

Sei L eine RV-FExpansion von Lgry. Wir nennen eine L-Formel VF-quan-
torenfrei (kurz: ,VF-qf“), wenn sie keine Quantoren tiber Variablen der Sorte
VF enthdlt.

Satz 2.2.6 Sei L D Lry eine RV-Ezpansion und ses T O HENg o eine L-
Theorie. Dann ist jede L-Formel ist modulo T dquivalent zu einer VF-quanto-
renfreien L-Formel.

Korollar 2.2.7 Sei L D Lgry eine RV-Expansion und sei T O HEN, eine
L-Theorie. Dann existiert fir jede L-Formel ¢(x) ein Ng > 0 und eine VF-
quantorenfreie L-Formel 1(x), so dass gilt: Ist K =T ein Modell mit char K =
0 oder char K > Ny, so ist ¢(K) = (K).



2.3 Polynome und rv

Definition 2.3.1 Sei f =, a; X" € K[X]| und b € K. Wir sagen, f hat eine
Kollision bei b, wenn v(f(b)) > min; v(a;b®) ist.

Bemerkung 2.3.2 f hat keine Kollision bei b genau dann, wenn Y, rv(a;) rv(b)’
wohldefiniert ist. In diesem Fall ist die Summe gleich rv(f(b)).

Definition 2.3.3 Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad n. Wir nennen ein
c € K eine ,Nullstelle einer Ableitung von f* wenn ein 0 < £ < n existiert,
so dass f*)(c) = 0 ist. (Hierbei bezeichnet f©) die (-te Ableitung von f.) Ist
£ > 1, so nennen wir c eine , Nullstelle einer echten Ableitung von f*

Lemma 2.3.4 Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad n. Dann hat die Menge
der b € K, an denen f eine Kollision hat, die Form

{be K|3eceC: rv(b) =rv(c)},
wobei C' C K eine Teilmenge der Nullstellen der Ableitungen von f ist.

Definition 2.3.5 Sei f € K[X] und seien b,c € K. Wir sagen, f hat eine
um-c-Kollision bei b, wenn das um ¢ verschobene Polynom g(X) := f(X +¢)
eine Kollision bei b — ¢ hat.

Bemerkung 2.3.6 Schreiben wir f(X +¢) =: g(X) = Y, a; X", so hat f hat
keine um-c-Kollision bei b genau dann, wenn rv(f(c)) = >, rv(a;) - rv(b — ¢)*
gilt.

Satz 2.3.7 Seien f € K[X] und b € K gegeben, und sei ¢ eine Nullstelle einer
Ableitung von f, so dass v(b— c¢) mazimal ist. Dann hat f keine um-c-Kollision
bei b.

Lemma 2.3.8 Es euistiert eine VF-qf-Formel n so dass n(ag,...,an,1v(b —
¢),¢,¢) genau dann gilt (fir a;,b,c € K, € RVg ), wenn das Polynom f =
S>> a; X keine um-c-Kollision bei b hat und auferdem rv(f(b)) = C gilt.

Satz 2.3.9 Sei f € K[X] ein Polynom. Wir nehmen an, dass f mit keiner
seiner strikten Ableitungen eine gemeinsame Nullstelle hat. Sei auflerdem ( €
RV*™ gegeben. Dann sind dquivalent:
(a) FEs existiert eine Nullstelle b € K von f mit rv(b) = (.
(b) Es emistiert ein b € K mit rv(b) = (, so dass f eine um-c-Kollision bei b
hat sowohl fiir ¢ = 0 als auch fir jede Nullstelle ¢ jeder echten Ableitung
von f.

2.4 Beweis von Quantorenelimination

Lemma 2.4.1 Seien f;(x,z) € Zlx, 2] firi=1,2, mit a; ; € Z[z], wobei z ein
N-Tupel ist. Dann ezistieren endlich viele quantorenfreie Liying-Formeln ¢(z)
und Polynome g¢(x,2), hio(x, 2) € Z]z,u] so dass fir jeden Korper K gilt:
(a) Die Mengen ¢¢(K) bilden eine Partition von K.
(b) Ist ¢ € ¢u(K), so ist ge(x,c) der ggT von fi(x,c) und fo(z,c) (bis auf
einen Faktor in K* ), und es existieren di,do € K* so dass fi(z,c) =
d; - hi,f(l.vg) : g[(xvg) fur i = 112
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Wir arbeiten in einer RV-Expansion L. O Lgy wie in Satz 2.2.6 und in
HEN,  (als L-Theorie aufgefasst). Im Folgenden ist « immer eine VF-Variable,
z ein Tupel von VF-Variablen und ¢ ein Tupel von RV-Variablen.

Lemma 2.4.2 Satz 2.2.06 folgt aus: Fiir jede VF-qf-Formel ¢(x, z, ¢) ist 3x¢(z, 2,()

zu einer VE-qf-Formel dquivalent.

Im Folgenden sind m,n,r € N, a;;,b;,¢; € Zlz], fi = ngm a; ;2,9 =
Zj<n bjz! € Zlz,z]. AuBerdem ist ¢(x, z, ¢) eine VF-qf-Formel. Fiir jede der
folgenden Formen von Formeln 1 (z, {) fithren wir eine Bezeichungen ein fiir die
Behauptung, dass jede Formel dieser Form dquivalent zu einer VF-qf-Formel ist:

(P) (0) = Jo: Ao, vv(fil@,2)) = G
L) ¥(z,¢) =3Fr: N\, rv(@ +ci(2) =G
(EB)n ¥(2,¢) = bn(2) # 0A Jz: (g(2,2) =0 A B2, 2,())
(EP)n (2,¢) = bn(2) #0 A J: (g z,2) =0A /\igr rv(fi(z,z)) = Cz>
(

)
w920 = balz) #0ATe: (glz,2) = 0A Aoy 1v(a + cil2) = gi)
(B = beliebig, P = polynomial, L. = linear, E = endlich).

Lemma 2.4.3 (a) (B) folgt aus (P), und (EB), folgt aus (EP),.
(b) Gilt (L) und (EP),, fir alle n, so gilt (P).
(¢) (L) ist wahr.
(d) (EL)y und (EP)y sind wahr.
(e) Firn>1: Aus (EL), und (EB), fir alle n’ <n folgt (EP),
(f) Firn>1: Aus (L) und (EB), fir alle n’ <n folgt (EL),

2.5 Der Satz von Ax-Kochen/Ershov und andere Folge-
rungen

Definition 2.5.1 Eine anguldre Komponente auf einem bewerteten Kérper
K st ein Gruppenhomomorphismus ac: K* — K*, der auf O mit res tber-
einstimmt. Wir setzen auflerdem ac(0) := 0.

Bemerkung 2.5.2 Seiac: K — K eine anguldre Komponente. Dann erhalten
wir eine induzierte Abbildung acry: RV — K (d.h. ac(a) = acry(rv(a)) fir
a € K) und einen Gruppen-Isomorphismus RV* — K> xT', £ — (acrv(£),v(€)).

Satz 2.5.3 Sei K ein bewerteter Kdrper, aufgefasst als Struktur in einer belie-
bigen Sprache. Dann besitzt K eine elementare Erweiterung K' = K, auf der
eine anguldre Komponente existiert.

Definition 2.5.4 Die Sprache von Denef-Pas Lpp ist die folgende drei-sor-
tige Sprache: eine Sorte VF fiir einen bewerteten Korper; eine Sorte I fiir die
Wertegruppe mit oo; eine Sorte VF fiir den Restklassenkorper; die Ringsprache
auf VF; die Ringsprache auf VF; die Sprache Loae = {0,+,—,<} der ange-
ordneten abeschen Gruppen auf I'; v: VF — T'y; eine anguldren Komponente
ac: VF — VF. Wir verwenden die Bezeichnungen HEN, HEN,, HEN,, , auch
fiir die entsprechenden Theorien in Lpp, wobei dann die Aussage hinzukommit,
dass ac eine anguldre Komponente ist.
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Satz 2.5.5 Sei L O Lpp eine VF-T'o-Expansion (d. h. durch Symbole, die nur
auf VF und T's leben) und sei T O HENg o eine L-Theorie. Dann ist jede
L-Formel ist modulo T dquivalent zu einer VF-quantorenfreien L-Formel.

Korollar 2.5.6 Seix ein Tupel von VF-Variablen, y ein Tupel von VF-Variablen
und )\ ein Tupel von T - Variablen. Jede Lpp-Formel d(z,y, ) ist dquivalent zu
einer endlichen boolschen Kombination von Formeln der Formen ¢((ac(fi(z))i, )
fiir Lying-Formen ¢ und o' ((v(fi(x))i, A) fir Loag-Formeln 9. B

Definition 2.5.7 Sei L eine Sprache und S eine Sorte von L. Die auf S indu-
zierte Sprache ist die Sprache L' bestehend aus einem Relationssymbol fiir jede
Formel, die eine Teilmenge von S™ definiert. Jede L-Struktur M liefert eine L'-
Struktur mit Grundmenge S™; diese nennen wir die von L auf S induzierte
Struktur.

Korollar 2.5.8 Sei K |=HEN, in der Sprache Lpp.
(a) Die auf K induzierte Struktur ist die Lying-Struktur (bis auf Interdefinier-
barkeit).
(b) Die aufT'k induzierte Struktur ist die Loag-Struktur (bis auf Interdefinier-
barkeit).

Korollar 2.5.9 (Satz von Ax-Kochen/Ershov, Version 1) Sei L entweder
I:RV oder Lpp. Sind K; und Ko Modelle der L-Theorie HENg o mit K1 =p,
Ky und Tk, =L,,, U'k,, so ist bereits K1 =[, Ko.

ring

Korollar 2.5.10 (Satz von Ax-Kochen/Ershov, Version 2; Transferprinzip)
Sei L entweder Lry oder Lpp, und sei ¢ eine L-Aussage. Dann existiert ein

N € N, so dass fir alle L-Strukturen K1, Ko = HEN gilt: Ist K, =Liing K,

Ik, =Lo., Tk und ist char K entweder 0 oder groffler as N, so habe

Ky ):(ﬁ — K> ):(b

Bemerkung 2.5.11 Korollare 2.5.9 und 2.5.10 gelten auch in VF-Ezpansionen
von I' oo -Erpansionen von Lpp, wenn man K; = Ko und 'y, = T'k, fir die ent-
sprechenden induzierten Strukturen fordert.

2.6 Bessere Quantorenelimination in Spezialfillen

Definition 2.6.1 Wir schreiben DOAG fiir die Theorie der nicht-trivialen di-
visiblen angeordneten abelschen Gruppen in der Sprache Loag.

Satz 2.6.2 Die Theorie DOAG hat Quantorenelimination und ist vollstdndig.

Satz 2.6.3 Die Theorie ACVF( o der algebraisch abgeschlossenen nicht-trivial
bewerteten Korper der Charakteristik (0,0) hat in der Sprache Lpp (vollstindi-
ge) Quantoren-Elimination.

Definition 2.6.4 Die Sprache von Presburger ist Lpyes = Loag U {1} U{=/|
¢ > 1}, wobei =, eine bindre Relation ist, die in Z interpretiert wird als: a =

b < a=b mod /.

Satz 2.6.5 In der Sprache Lpyes hat Z Quantorenelimination.
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3 Rationalitat von Poincaré-Reihen

3.1 Zerlegung in krumme Quader

Im folgenden ist K ein Modell von HENj ¢ in einer RV-Expansion L von Lgy.
Aufserdem ist A C K URV immer eine Parametermenge.

Definition 3.1.1 Seien \y,..., A, € I'x U {oc}. Ein krummer Quader mit

Radien A1,..., A, ist eine definierbare Teilmenge QQ C K™ der folgenden Form:

(a) Im Fallm = 1: Q ist ein offener Ball mit Radius A1 (falls Ay < o0), oder
ein Punkt (falls \y = c0).

(b) Im Fall n > 1: Die Projektion Q' := 7(Q) C K™ ! auf die ersten n — 1

Koordinaten ist ein krummer Quader mit Radien A1, ..., Ap_1, und fir
jedes x € Q' ist die Faser {y € K | (z,y) € Q} ein krummer Quader mit
Radius A\,,.

Satz 3.1.2 Sei X C K"xRV™ A-definierbar. Dann existiert eine A-definierbare
Abbildung f: K™ — RV*, deren nicht-leere Fasern krumme Quader sind, und
so dass fir b,b' € K™ gilt: Ist f(b) = f(b') so sind auch die Fasern X}, und Xy
gleich. (Hierbei Xp = {£ € RV™ | (b,§) € X}.)

Bemerkung 3.1.3 Der Satz gilt auch uniform in den Parametern und uniform
in allen Modellen von HENg o, d. h. die Formel, die f definiert hingt nur von
der Formel, die X definiert, ab.

Lemma 3.1.4 Ist C C K endlich und A-definierbar, so existiert eine A-defi-
nierbare Abbildung f: K — RV, so dass fir a,a’ € K gilt: f(a) = f(a') genau
dann, wenn fir alle c € C gilt: rv(a — ¢) = rv(a’ — ¢).

Bemerkung 3.1.5 Das Lemma gilt auch uniform in den Parametern und uni-
form in allen Modellen von HENg q.

3.2 Messen in Q,

Satz 3.2.1 Auf jeder lokal kompakten topologischen Gruppe existiert ein bis auf
Skalierung eindeutiges links-invariantes Borel-Mafs.

Definition 3.2.2 Das Maf$ aus Satz 3.2.1 heifit Haar-Majs.

Satz 3.2.3 Z, ist kompakt. Insbesondere ist (Qp,+) eine lokal-kompakte topo-
logische Gruppe.

Definition 3.2.4 Von nun an sei p das Haar-Maf$ auf (Q,, +), das so normiert
ist, dass p(Zy) = 1 ist. Das Produktmaf auf Q) bezeichnen wir auch mit p.

Lemma 3.2.5 Das Haarmaf eines Balls Bxy(a) = B>xy1(a) C Q, ist p~*71.

Satz 3.2.6 Lpp-definierbare Teilmengen X C Q) sind Borel-messbar. Genau-
er: Ist f: Q) — RVY wie in Satz 3.1.2, so gilt: u(X) = def(x)p_g@_”,
wobei g(&) € ZU {oo} die Summe der Radien Ay, ..., \, des krummen Quaders

f_l(g) 18t.
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3.3 Rationalitdt von Presburger-Poincaré-Reihen

In diesem Abschnitt arbeiten wir in der Sprache Lpes (vgl. Definition 2.6.4).

Konvention 3.3.1 Mit einer linearen Abbildung von Z™ nach Z™ meinen
wir eine Abbildung der Form f(z) = Az + b, fir eine Matriz A € Z™*™ und
bez™.

Lemma 3.3.2 (Presbuger-Zellzerlegung) Jede definierbare Teilmenge von
Z" ldsst sich als disjunkte Vereinigung von endlich vielen Mengen der folgenden
Formen schreiben:

{(z.y) e X xZ| f(z) <ry < g(z),y = c},
fiir X c 2"t definierbar, f und g linear oder gleich 00, 6,7 > 1 und0 < ¢ < £.

Satz 3.3.3 (Rektilinearisierung) Jede definierbare Teilmenge von Z™ lisst
sich als disjunkte Vereinigung von endlich vielen Mengen der Form f;(N*) schrei-
ben, wobei f;: ZF — Z™ eine injektive lineare Abbildung ist.

Definition 3.3.4 Sei X C N” eine beliebige Teilmenge. Die Poincaré-Reihe
zu X ist die formale Potenzreihe Px (Z1,...,2Z,) =Y, cx Z- € L[| Z1, ..., Zy]].

Hierbei verwenden wir Multiindex-Notation: Z* = Z{* -+ ZI»

Satz 3.3.5 Ist X C N™ definierbar, so ist die Poincaré-Reihe Px eine rationale
Funktion; genauer: Px = g(Z)/h(Z) fir Polynome g,h € Z[Z], wobei h ein
Produkt von Polynomen der Form 1 — Z* ist, fir Tupel a € N\ {0}.

3.4 Rationalitat von Lpp-Poincaré-Reihen

Definition 3.4.1 Se: X C Q) x N™ so, dass fir jedes r € N™ die Faser
X, messbar ist und endliches Mafi hat. Dann definieren wir die zugehérige
Poincaré-Reihe als

Px(Z):= Y n(X,)Z"

reNm

Satz 3.4.2 Sei¢(x,)\) eine Lpp-Formel, wobei z ein n-Tupel von VF-Variablen
ist und A ein m-Tupel von I o - Variablen. Wir nehmen an, dass fiir jede Primzahl
p gilt: $(Q,) C Q) x N™, und fiir jedes Tupel r € N™ hat die Menge ¢(Qy,1)
endliches Maf. Dann existiert ein M > 0, ein Polynom h € Z[Z, P] und endlich
viele Ringformeln vy, ¢, (¢ € I C N™), so dass fir jede Primzahl p > M gilt:

S er(#ve(Fy) — #0,(F,)) Z°
Py, (2) = =2 27 £ .

Lemma 3.4.3 Ist P € Q[[Y, Z]] eine rationale Funktion und ist a € C" so, dass
P absolut konvergiert, wenn man a firY einsetzt (so dass man P(a,Z) € Q[[Z]]
erhdlt), so ist auch P(a,Z) eine rationale Funktion.
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