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Einfiihrung in die Modelltheorie

1 Logik erster Stufe

1.1 Sprachen und Strukturen

Definition 1.1.1 FEine Sprache (oder Signatur) L besteht aus einer Menge
von Konstantensymbolen, einer Menge von Funktionssymbolen und einer
Menge von Relationssymbolen. Jedem Funktionssymbol und jedem Relations-
symbol wird auflerdem eine natirliche Zahl in N>; zugeordnet, die man die
Stelligkeit des Funktions- bzw. Relationssymbol nennt.

Notation 1.1.2 Ublicherweise schreibt man L einfach als Vereinigung der drei
Mengen. Was Konstanten-, Relations- und Funktionssymbole und was deren
Stelligkeit ist, ergibt sich aus der Notation oder wird separat erkldrt.

Beispiel 1.1.3 (a) Die leere Sprache Ly = () (ohne Konstanten-, Funktions-
und Relationssymbole).

(b) Die Sprache der Gruppen: Lg., = {1,~,71}, wobei 1 ein Konstan-

tensymbol ist, - ein zweistelliges Funktionssymbol und ! ein einstelliges
Funktionssymbol.

(c) Die Sprache der abelschen Gruppen:' L,g., = {0,+,—}, wobei 0 ein
Konstantensymbol ist, + ein zweistelliges Funktionssymbol und — ein ein-
stelliges Funktionssymbol.

(d) Die Sprache der Ringe: Lying = Lagrp U{1,-}, wobei 1 ein Konstanten-
symbol ist und - ein zweistelliges Funktionssymbol.

(e) Die Sprache der angeordneten Mengen: Loq = {<}, wobei < ein
zweistelliges Relationssymbol ist.

Definition 1.1.4 Sei L eine Sprache. Eine L-Struktur M = (M, ...) besteht
aus einer Menge M und:

(a) fiir jedes Konstantensymbol ¢ aus L: ein Element ¢M;
(b) fiir jedes (-stellige Funktionssymbol f aus L: eine Funktion fM: M* — M
(c) fiir jedes (-stellige Relationssymbol R aus L: eine (-stellige Relation RM
auf M.?
Man nennt M die Grundmenge von M, und c™, fM und RM sind die In-
terpretation von c bzw. f bzw. R in M. Diese Interpreationen ¢, fM, RM

nennt man auch Konstanten bzw. Funktionen bzw. Relationen aus L. Man sagt
auch, M ist eine L-Struktur auf M.

Bemerkung: In manchen Biichern wird in der Definition von Struktur gefordert,
dass M nicht leer ist.

1Eigentlich sollte man besser ,Sprache der additiv geschriebenen Gruppen® sagen.

2Zur Erinnerung: Eine solche £-stellige Relation RM ist gegeben durch eine Teilmenge von
MY; statt (a1, ...,ap) € RM“ schreibt man jedoch oft ,RM (a1, ...,as)* und man sagt, dass
a1,...,ap in Relation RM stehen“ oder ,die Relation R™M erfiillen®.



Beispiel 1.1.5 (a) Jede Menge ist eine Ly-Struktur.

(b) Jede (abelsche) Gruppe G kann auf natirliche Weise als Lagrp-Struktur
aufgefasst werden: G = (G,+9,-9,09). (Aber: Nicht jede Lagyp-Struktur
ist eine Gruppe.)

(c) Jeder Ring mit 1 kann als Lying-Struktur aufgefasst werden, etc.

Notation 1.1.6 Die Grundmenge einer Struktur M wird immer M heiffen,
und analog fir andere Buchstaben. Oft identifizieren wir eine Struktur M auch
einfach mit threr Grundmenge M. Auferdem schreiben wir fir die Interpre-
tationen der Symbole aus L statt ¢™, fM und RM oft einfach nur ¢, f und
R.

Beispiel 1.1.7 Sei K ein Kérper. Die Sprache der K-Vektorrdume ist
Lgvr = Lagp U {r- | r € K}, wobei jedes r- ein einstelliges Funktionssym-
bol ist. Jeder K-Vektorraum V wird auf natirliche Weise eine Ly _ygr-Struktur,
indem man r-: V. — V als Skalarmultiplikation mit r interpretiert.

Konvention 1.1.8 Wir werden Konstantensymbole manchmal auch als null-
stellige Funktionssymbole auffassen.

1.2 Formeln und Aussagen
Im folgenden sei L immer eine Sprache.

Definition 1.2.1 Sei z = (x1,...,x,) ein Tupel von Variablen.

(a) Fin ,L-Term in x“ ist wie folgt definiert:
(i) Jede Variable z; ist ein L-Term in x.
(ii) Jedes Konstantensymbol c € L ist ein L-Term in x.
(iii) Sindty,...,ty L-Terme in z und ist f ein (-stelliges Funktionssymbol
von L, so ist f(t1,...,ts) ein L-Term in x.
(b) Eine ,,L-Formel (erster Stufe) in x“ ist wie folgt definiert:
(i) L ist eine L-Formel in x. (Diese Formel nennt man das Falsum.)
(ii) Sind t1 und ty L-Terme in x, so ist t; = tg eine L-Formel in x.
(iii) Sindt1,...,ty L-Terme in x und ist R ein (-stelliges Relationssymbol
von L, so ist R(t1,...,tp) eine L-Formel in x.
(iv) Ist ¢ eine L-Formel in z, so ist auch —) eine L-Formel in z.
(v) Sind 1 und e L-Formeln in x, so ist auch (1 Ao) eine L-Formel

m x.
(vi) Ist ¢ eine L-Formel in x1,...,x,,y, so ist Jy: ¥ eine L-Formel in
T1ye.-y,Tn-

Genauer: Etwas ist ein L-Term bzw. eine L-Formel wenn es sich in endlich
vielen Schritten der Form (i)—(iii) bzw. (i)—(vi) konstruieren ldsst.

(¢) Ist ¢ eine L-Formel in z, so sagt man auch, x1,...,x, sind die freien
Variablen von ¢.

(d) FEine Formel ohne freie Variablen (also im Fall n = 0) nennt man auch
eine L-Aussage (erster Stufe).

Notation 1.2.2 Ist t ein L-Term in x, so schreibt man oft auch t(x) dafir;
analog schreibt man ¢(x), wenn ¢ eine L-Formel in x ist.



Definition 1.2.3 Sei M eine L-Struktur, xz ein n-Tupel von Variablen und
a€ M".

(a) Ist t(x) ein L-Term, so definiert man t(a) € M wie folgt:
(i) Falls t = x;:

t(a) = a;
(ii) Falls t = c (fir ein Konstantensymbol ¢ € L):
t(a) = M

(i) Fallst = f(t1,...,te) (fir ein L-stelliges Funktionssymbol f):
t(a) = fM(t1(a), .. te(a))

(b) Ist ¢(z) eine L-Formel, so definiert man folgendermaflen, ob ¢(a) wahr
in M ist; man sagt auch ,,¢(a) gilt (in M)* oder ,a erfillt ¢* und man
schreibt ,M = ¢(a)“

(i) Falls ¢(z) = L:

M = ¢(a) gilt fir kein a.

(ii) Falls ¢(z) = t1(z) = ta2(2)-
M = ¢(a) genau dann, wenn t1(a) = tz2(a) ist.

(ili) Falls ¢(z) = R(t1(z), ..., te(z)):
M = ¢(a) genau dann, wenn (t1(a),. .. te(a)) € RM ist.

(iv) Falls ¢(z) = ~(z):
M = ¢(a) genau dann, wenn M = (a) (d. h. wenn ¢ (a) nicht wahr
in M ist).

(v) Falls ¢(z) = P1(z) N2 ()
M = ¢(a) genau dann, wenn sowohl M = ¢1(a) als auch M =
¥a(a) gelten.

(vi) Falls ¢(z) = Jy: ¥(z,y)-
M E ¢(a) genau dann, wenn es einb € M gibt, so dass M = ¢(a,b)
gilt.

(c) Ist ¢(z) eine L-Formel so schreibt man ¢(M) :={a € M™ | M |= ¢(a)}
fiir die Menge aller Elemente, die eine Formel ¢(x) erfiillen.

(d) Ist ¢ eine Aussage, so schreibt man ,M = ¢* falls ¢ wahr in M ist.

Notation 1.2.4 Bei Formeln verwenden wir oft abkiirzende oder intuitive No-
tationen, insbesondere:

o 1 V 1y bedeutet —(—hy A —bg).

o ¢ — 1 bedeutet —¢p V .

¢ > ) bedeutet (¢ — ) A (Y = @).

tl 75 tz bedeutet —\tl = t2.

Yy: P(z,y) bedeutet —~Iy: —(z,y)

Jy1,y2: ¢z, y1,Y2) bedeutet Jy1: Jy2: ¢z, y1,y2); ete.

F=ly: ¢z, y) bedeutet Fyr: (d(z, y1) AVy2: (d(z,y2) = y2 = 1))

Funktionssymbole, die Verknipfungen darstellen, werden ,wie iblich® ge-

schrieben, also z. B. ,a + b“ statt +(a,b).

Klammern werden nach Bedarf verwendet (z. B. (a+Db)-c fir -(+(a,b),c)).

o Obwohl (a+b)+c und a+(b+c) eigentlich verschiedene Terme sind, lassen
wir die Klammern oft weg, da in allen Fdllen, die uns interessieren, beide
Terme das gleiche ergeben.

e Wenn eine Sprache 1 und + enthdlt, schreiben wir 2 statt 1 4+ 1, 3 statt
1+141, etc.

e Wenn eine Sprache - enthdlt, schreiben wir x2 statt x-x, x> statt -z - x,



etc.
o Sind ¢1, ..., ¢ L-Formeln, so setzen wir

\ ¢i=¢1V---Ven,

i=1
und

/\¢i = Q1A Ny
i=1
(Im Fall n = 0 setzen wir \/?:1 ¢; =L und /\?:1 i =L}

Beispiel 1.2.5 Ist ¢ die N-Verkniipfung aller Gruppenaxiome, ausgedriickt in
der Sprache Lgrp, so gilt fiir Lgwp-Strukturen M: M ist eine Gruppe genau dann,
wenn M = ¢.

Analoges gilt fiir abelsche Gruppen, Ringe, Korper, Vektorrdume, angeordnete
Mengen, etc., jeweils in einer geeigneten Sprache.

Definition 1.2.6 Sei M eine L-Struktur.

(a) Fine Teilmenge X C M™ heifit L-definierbar, wenn eine L-Formel ¢(x)
existiert, so dass X = ¢(M) gilt.

(b) Fine Funktion f: M™ — M heifit L-definierbar, wenn der Graph von
f L-definierbar ist, d. h. wenn eine L-Formel ¢(z) existiert mit ¢p(M) =
{(z, f(2) |z € M"}

(¢) Ein Elementa € M heifit L-definierbar, wenn die Menge {a} L-definierbar
ist, d. h. wenn eine L-Formel ¢(x) ezistiert, so dass M = ¢(z) nur fir
x = a gilt.

Man sagt auch, X bzw. f bzw. a wird durch ¢(z) definiert.

Bemerkung 1.2.7 Wenn wir in einer festen L-Struktur M arbeiten, konnen
wir L-definierbare Objekte innerhalb L-Formeln als Abkiirzung verwenden:

(a) Ist X C M™ eine L-definierbare Menge, so kénnen wir in L-Formeln
»x € X“ schreiben.

(b) Ist f: M™ — M eine L-definierbare Funktion, so kénnen wir in L-Formeln
f wie ein Funktionssymbol verwenden.

(¢) Ista € M ein L-definierbares Element, so kénnen wir in L-Formeln a wie
ein Konstantensymbol verwenden.

Formaler: Ist M eine L'-Struktur fiir eine Sprache L' O L, und ist jede Re-
lation, Funktion und Konstante aus L'\ L bereits L-definierbar,* so ist L’-
Definierbarkeit dquivalent zu L-Definierbarkeit.

Definition 1.2.8 FEine atomare Formel ist eine Formel der Form (i), (ii)
oder (i) aus Definition 1.2.1 (b).

3Fiir die immer-wahr-Formel =L schreibt man auch T, aber das sieht — vor allem hand-
schriftlich — zu sehr wie T' aus; deshalb werde ich es nicht verwenden.

4Wir nennen eine n-stellige Relation auf M L-definierbar, wenn die entsprechende Teil-
menge von M™ L-definierbar ist.




Definition 1.2.9 Sei M eine L-Struktur und A C M eine Teilmenge.

(a) Wir schreiben L(A) fir die Sprache, die aus L entsteht, indem man fir
jedes Element a € A ein Konstantensymbol hinzufigt, das wir auch einfach
a nennen.” Wir fassen dann M als L(A)-Struktur auf, indem wir jedes
Konstantensymbol als sich selbst interpretieren.®

(b) Ist eine Menge X C M™ L(A)-definierbar, so sagt man auch, X ist
(in L) mit Parametern aus A definierbar, und man schreibt auch
A-definierbar dafir. Wenn man X einfach nur definierbar nennt, so
meint man Ublicherweise, dass beliebige Parameter erlaubt sind, also dass

X L(M)-definierbar ist.

Bemerkung: Mit der obigen Terminologie bedeutet also (-definierbar das selbe
wie L-definierbar. Man verwendet gerne ,,(-definierbar, wenn man besonders
betonen mochte, dass etwas ohne Parameter definierbar ist.

1.3 Homomorphismen und Einbettungen

Notation 1.3.1 Fir Tupel verwenden wir die Notation x = (x1,...,%,). Ist
a: M — N eine Abbildung und a € M™, so schreiben wir a(a) fir das Tupel
(a(al)a cety a(an)) € N™.

Definition 1.3.2 Sei L eine Sprache und seien M = (M,...) und N = (N,...)
L-Strukturen.

(a) Eine (L-)Homomorphismus von M nach N ist eine Abbildung oc: M —
N, so dass gilt:
(i) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € L gilt: a(cM) = ¢V
(ii) Fir jedes n-stellige Funktionssymbol f € L und alle a € M™ gilt:
o(f*(a)) = N (a(a))
(ili) Fir jedes m-stellige Relationssymbol R € L und alle a € M"™ gilt:
RM(a) = R (a(a))
(b) Ist a injektiv und gilt in (c) sogar RM(a) < RN (a(a)), so nennt man o
eine (L-)Einbettung von M nach N'. (Man kann dann M als Teilmenge
von N auffassen.)

(c) Eine bijektive Einbettung o: M — N nennt man auch (L-)Isomorphismus.

Existiert ein (L-)Isomorphismus von M nach N, so nennt man M und
N (L-)isomorph.

(d) Finen (L-)Isomorphismus von M nach M nennt man auch (L-)Automorphismus

von M. Notation fiir die Menge alle L-Automorphismen: Autr,(M).

(e) Ist M C N und ist die Abbildung M — N, m — m Finbettung von M
nach N, so nennt man M eine Unterstruktur von N und N eine Ober-
struktur oder Erweiterung von M. Notation dafiir: M Cp N.

Bemerkung: Ein bijektiver L-Homomorphismus ist ein L-Isomorphismus genau
dann, wenn die Umkehrabbildung auch ein L-Homomorphismus ist.

5Man kénnte eigentlich auch ,,L U A statt L(A) schreiben, aber das ist nicht {iblich.

6Formaler koénnte man also schreiben: wir haben fiir jedes a € A ein neues Konstanten-

M

symbol ¢, € L(A), und wir setzen ¢! := a.



Beispiel 1.3.3 Fasst man Gruppen als Lgyp-Strukturen auf, so entspricht De-
finition 1.5.2 den tblichen Begriffen: Ein Gruppenhomomorphismus das selbe
wie ein Lgp-Homomorphismus, ein Gruppenisomorphismus ist das selbe wie
ein Lgwp-Isomorphismus, und eine Untergruppe ist das selbe wie eine Lgyp-
Unterstruktur.

Analoges gilt fiir Ringe und Korper in der Sprache Lying und fiir K- Vektorrdume
in der Sprache Ly _vr aus Beispiel 1.1.7.

Bemerkung 1.3.4 (a) Ist a: M — N ein L-Homomorphismus, ¢(z) eine

atomare L-Formel und a € M™, so gilt die Implikation M = ¢(a) =
N E ¢(a(a)). )

(b) Ist « eine L-Einbettung, so hat man sogar eine Aquivalenz: M = ¢(a) &
N E éla(a). _.

(¢) Ist a ein L-Isomorphismus, so gilt die Aquivalenz sogar fiir beliebige L-
Formeln ¢(x) (statt nur fir atomare ¢(z)).

(d) Insbesondere bilden L-Automorphismen einer Struktur M L-definierbare
Teilmengen X C M™ auf sich selbst ab.

1.4 Theorien

Definition 1.4.1 (a) Eine L-Theorie ist eine (beliebige) Menge T von L-
Aussagen. Die Aussagen in T mennt man manchmal auch die Axiome
von T
(b) Eine L-Struktur M nennt man Modell einer L-Theorie T, wenn fir alle
¢ €T gilt: M = ¢. Notation dafir: M =T.

Beispiel 1.4.2 Es gibt eine Lgyp-Theorie, deren Modelle genau die Gruppen
sind (siehe Beispiel 1.2.5); diese Theorie nennt man die Theorie der Grup-
pen. Analog definiert man die Theorie der abelschen Gruppen (in der
Sprache Lagyp), der Ringe (in Ling), der Koérper (in Lng), der ange-
ordneten Mengen (in Lowa), etc.; ist K ein Korper, so existiert auch eine
Lix vr-Theorie der K-Vektorraume.

Beispiel 1.4.3 Es gibt eine Ly-Theorie der unendlichen Mengen, d.h.
deren Modelle genau die unendlichen Mengen sind.

Beispiel 1.4.4 Es gibt eine Li,g-Theorie der algebraisch abgeschlosse-
nen Korper. Diese Theorie nennt man ACF.”

Definition 1.4.5 (a) Eine L-Theorie T heifit konsistent, wenn sie ein Mo-
dell besitzt (d.h. wenn es eine L-Struktur M gibt mit M |= T); sonst
heifst T inkonsistent.

(b) Zwei L-Theorien Ty und Ty heiffen dquivalent (Notation: Ty = Ty ), wenn
sie die gleichen Modelle besitzen (d. h. wenn fir jede L-Struktur M gilt:

(¢) Fine L-Aussage ¢ folgt aus einer L-Theorie T (Notation dafiir: T = ¢),
wenn ¢ in jedem Modell von T wahr ist (d. h. wenn fir jede L-Struktur
M mit M=T gilt: M = ¢).

7ACF steht fiir algebraically closed fields.




Bemerkung: Oft werden wir zwischen &quivalenten Theorien nicht unterschei-
den.

Lemma 1.4.6 Fiir eine L-Theorie T sind dquivalent:
(a) T ist inkonsistent.
(b) Fir alle L-Aussagen ¢ gilt T = ¢.
() T E= L.
(d) Es gibt eine L-Aussage ¢ mit T |= ¢ und T |= —¢.

Definition 1.4.7 FEine L-Theorie T heifit vollstandig, wenn fir jede L-Aussage
¢ entweder T = ¢ oder T |= —¢ gilt (aber nicht beides). Fine Vervollstindi-
gung einer konsistenten Theorie T' ist eine vollstindige Theorie T", die T
enthdlt.

Definition 1.4.8 Ist M eine L-Struktur, so ist die Theorie von M die Menge
aller L-Aussagen, die in M wahr sind:

Th(M) := {¢ L-Aussage | M = ¢}.

Manchmal schreiben wir auch Thr (M), um deutlich zu machen, in welcher
Sprache wir arbeiten.

Bemerkung: Th(M) ist vollstindig.

Definition 1.4.9 Zwei L-Strukturen M und N heifien elementar dquivalent
(Notation dafiir: M =N oder M =1, N'), wenn Th(M) = Th(N) gilt.

Lemma 1.4.10 Fiir eine L-Theorie T sind dquivalent:

(a) T ist vollstindig.
(b) T ist konsistent, und alle Modelle von T sind elementar dquivalent.
(c¢) FEs gibt eine L-Struktur M, so dass T dquivalent zu Th(M) ist.

Definition 1.4.11 Sei T eine L-Theorie. Zwei L-Formeln ¢1(z) und ¢o2(z)
heifien dquivalent modulo T, wenn gilt: T |= Vz: (¢1(x) < ¢2(z)). Im Fall
T = 0 sagt man einfach nur ,¢1(z) und ¢a(z) sind dquivalent®.

Bemerkung: Das ist dquivalent zu: Fiir alle Modelle M = T gilt: ¢1(M) =
P2(M).

1.5 Ausflug: der Hilbertkalkiil

Sei L eine Sprache.
In diesem Abschnitt miissen wir den Formelbegriff etwas prézisieren:

e Wir verwenden eine etwas andere Konvention fiir die Definition einer For-
mel als in Definition 1.2.1: Statt ,Jy: ¢ als Formel zu definieren, defi-
nieren wir ,,\Vy: ¢* als Formel, und wir fassen ,,3y: ¢ als Abkiirzung fiir
»Vy: ¢t auf.



e ¢ — 1 soll eine Abkiirzung fiir =(¢ A =) sein.

Definition 1.5.1 Fine Tautologie ist eine L-Aussage, die in jeder L-Struktur
gilt.

Lemma 1.5.2 Die folgenden L-Aussagen sind Tautologien; hierbei sind ¢, 1)
und x L-Formeln (in den angegebenen Variablen), und t ist ein L-Term.

(a) -],

(b) Vz : ((¢(z) = (¥(z) = x(x) = ((¢(z) = ¥(z) = (¢(z) = x(z))))
(c) Va: (¢(z) — (Y(z) = (d(z) AY(z))))

(d) vz : ((o(z) AY(z) — o(z))

(e) Va : ((¢(z) Ap(z)) — (z))

(f) vz : ((¢(z) = () — (W(z) — ~¢(z)))

(8) Vo : (Vyo(z,y) — oz, t(z)))

(h) vz : (p(z) — Vyo(z))

(i) v : (Vy(o(zy) = v(z,y) = (Vyolz,y) — Yy (¥(z,y)))
() Yy:y=y

k) Vo, y,2: (y=2 — (o(z,9,2) — 6(z,9,9)))

Lemma 1.5.3 (Modus Ponens) IstT eine L-Theorie und sind ¢(x), ¥ (zx) L-
Formeln mit T EVa: ¢(x) und T = Va: (¢(z) — ¥(x)), so gilt T E Va: ().

Definition 1.5.4 Sei L eine Sprache und T eine L-Theorie. Wir definieren wie
folgt, wann eine L-Aussage ¢ aus T herleitbar ist (Notation dafir: T |~ ¢):

(a) Jede Aussage in T ist aus T herleitbar.

(b) Jede Tautologie aus Lemma 1.5.2 ist aus T herleitbar.

(¢) Sind ¢ und oy L-Aussagen, die sich nur darin unterscheiden, dass die
Variablen umbenannt wurden, und gilt T |~ ¢, so gilt auch T |~ 1.

(d) Modus Ponens: Gilt T |~ Vz: ¢(z) und T | Va: (¢p(z) — ¥(z)) (fir
L-Formeln ¢(z), ¥(z)), so gilt auch T |~ Vz: ().

Genauer: Eine Aussage ist aus T herleitbar, wenn sie sich in endlich vielen
Schritten der obigen Form erhalten ldsst.®

Satz 1.5.5 Fir L-Theorien T und L-Aussagen ¢ gilt: T = ¢ <= T |~ ¢,
Die Richtung = ist der G6delsche Vollstindigkeitssatz.

Lemma 1.5.6 Fir eine L-Theorie T und L-Aussagen ¢ und ¢ gilt: TU{¢} |~
b= Thoou

Bemerkung 1.5.7 Gilt T |~ ¢, so ist die Herleitung von ¢ aus T endlich lang
und benutzt insbesondere nur endlich viele Aussagen aus T. FEs existiert also
eine endliche Teilmenge Ty C T mit Ty |~ ¢. Mit Satz 1.5.5 folgt daraus: Gilt
T = ¢, so existiert eine endliche Teilmenge Ty C T mit Ty = ¢.

8Diese Definition von Herleitung nennt man einen Hilbertkalkiil.



1.6 Ausflug: ZCF

Definition 1.6.1 Die Sprache der Mengenlehre ist Ly, = {€}, wobei €
ein zweistelliges Relationssymbol ist.

Notation 1.6.2 Wir verwenden wie 4blich abkiirzende Notationen:

(a) = &y heifit ~x Ey.

(b) x Cy heifftVz: (z €Ex — 2 € y)

(c) zNy ist diejenige Menge z, fir die gilt: Vw: (w € z <= (w € zAw € y))
(Bisher wissen wir weder, ob z existiert, noch ob z eindeutiqg ist.)

(d) Analog: xUy, {y | ¢(y)}, Plz), 0, ...

Definition 1.6.3 Die naive Mengenlehre ist die €-Theorie mit den folgen-
den Aziomen:

(a) Extensionalitdit:
Ve,o': (Vz: (z€x v z€a)) »x=1')

(b) Komprehension: Fir jede Lye-Formel ¢(x):
Fy: Vz: (z €y > ¢(2))

Bemerkung 1.6.4 Aus Komprehension folgt, dass die Mengen aus Notati-
on 1.6.2 (c), (d) existieren, und aus Fztensionalitdt folgt, dass sie eindeutig
sind.

Lemma 1.6.5 (Russelsche Antinomie) Die naive Mengenlehre ist inkonsi-
stent.

Definition 1.6.6 Die Zermelo-Frdinkel-Mengenlehre ist die €-Theorie mit
den folgenden Aziomen; sie wird mit ZFC bezeichnet.”

(a) Extensionalitdt:

Ve,o': (Vz: (z €z oz €2)) 5 =1)

(b) Aussonderung: Fir jede Lyi.-Formel ¢(z,w):
Vw,z: Jy: Vz: (z €y < (z €z A ¢(z,w)))
Informeller: {z € x | ¢(z,w)} existiert

(c) Potenzmenge:

Vo: Jy:Vz: (2 €y« 2 Cx)
Informeller: P(x) existiert

(d) Ersetzung: Fiir jede Lyio-Formel ¢(u,z,w):
Vw,z: (Vud='z: ¢(u,z,w)  —  Fy: Ve (2 €y« Ju: (u € 2Ad(u, 2,w)))
Informeller: Ist f eine definierbare Funktion (mit Paremtern w), und ist
x eine Menge, so existiert die Bildmenge {f(u) | u € x}.

(e) Vereinigung:

Vo: Jy:Vz: (z €y <+ Jw: (wEx Az € w))
Informeller: Ist x eine Menge von Mengen, so existiert deren Vereinigung
Uwe;c w.
(f) Unendlichkeit:
Jz: (D €ExAVz Ex: 2U{z} € x)

9Das steht fiir Zermelo, Friankel und Choice; Choice bezieht sich auf das Auswahlaxiom,
das am Anfang noch nicht dabei war.
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(Dieses Axiom stellt sicher, dass mindestens eine unendliche Menge exi-
stiert.)
(g) Fundierung:
Ve:(z#£0—3Fz€x:2Na=0)
(Dieses Axiom besagt insbesondere, dass keine Menge sich selbst enthdlt,
dass keine zwei verschiedenen Mengen sich gegenseitig enthalten, etc.)
(h) Auswahl:
Vo: (D¢ AVy,y €x:yny =0) = Jw: Vy € z: =12 2 e wny)
Informeller: Ist x eine Menge disjunkter, nicht-leerer Mengen vy, so exi-
stiert eine Menge w, die genau ein Element aus jedem y € x enthdlt.

Bemerkung: Aus Fundierung folgt insbesondere, dass sich keine Menge selbst
enthalt.

Bemerkung 1.6.7 Man kann (fast) die gesamte Mathematik innerhalb eines
Modells von ZFC' ausfiihren, und (fast) alle Beweise lassen sich als formale Her-
leitungen aus ZFC aufschreiben. Dazu miissen nur alle mathematischen Objekte,
mit denen wir arbeiten wollen, geeignet als Mengen aufgefasst werden. Dies geht
insbesondere wie folgt:

e Fin Paar (z,y) wird aufgefasst als die Menge {{z}, {z,y}}. (Man nennt
das auch ein Kuratowksi-Paar.)

e Eine Funktion f:a — b (fir Mengen a und b) wird aufgefasst als ihr
Graph (der eine Teilmenge von a x b= {(x,y) | x € a,y € b} ist).

e Die natiirlichen Zahlen werden wie folgt als Mengen aufgefasst: 0 = (),
1 = {0}, 2 ={0,1}, 3 = {0,1,2}, etc.; darauf aufbauend definiert man
dann ganze, rationale, reelle und komplexe Zahlen, etc.

o Auch die Begriffe aus dieser Vorlesung (Formeln, Theorien, formale Her-
leitungen) lassen sich auf diese Art innerhalb von ZFC formalisieren.
Zum Beispiel ldsst sich auch der Gédelsche Vollstandigkeitssatz 1.5.5 aus-
driicken und aus ZFC herleiten.

2 Elementare Erweiterungen und der Kompakt-
heitssatz

2.1 Ultrafilter, Ultraprodukte und der Satz von Yt.o$

In dem gesamten Abschnitt sei I eine nicht-leere (Index-)Menge.

Definition 2.1.1 FEin Ultrafilter auf I ist eine Teilmenge U C P(I), so dass
fir alle Jy, Jo C I gilt:

(a) Sind J; €U und Jy €U, so ist auch JyNJy € U.
(b) Ist J; € U und Jy C Ja, so ist auch Jo € U.
(c) Genau eine der Mengen Jy und I\ Jy liegt in U.

Die Mengen, die inU liegen, nennt man grofl (beziglich U ), die anderen klein.

Bemerkung 2.1.2 Aus den Bedingungen folgt insbesondere, dass I grofi und
0 Klein ist.
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Beispiel 2.1.3 Seiig € I fest. Dann ist U := {J C I | ig € J} ein Ultrafilter
auf I. Ultrafilter dieser Form nennt man Hauptultrafilter. Ultrafilter, die nicht
diese Form haben, nennt man freie Ultrafilter.

Satz 2.1.4 Sei A C P(I) so, dass je endlich viele Mengen aus A nicht-leeren
Schnitt haben. Dann existiert ein Ultrafilter U auf I, der A enthdlt.

Beispiel 2.1.5 Ist I unendlich, so erfillt A := {J C I | I\ J endlich} die
Bedingung aus Satz 2.1.4. Es existiert also ein Ultrafilter, der A enthdlt; ein
solcher Ultrafilter ist frei.

Bemerkung: Auf dhnliche Weise kann man einen freien Ultrafilter konstruieren,
der auferdem eine vorgegebene unendliche Menge enthélt.

Von nun an sei (fiir den Rest von Abschnitt 2.1) U ein fester Ultrafilter auf I,
und grof und klein beziehen sich immer auf .

Definition 2.1.6 (a) Ist (M;);cr eine Familie von nicht-leeren Mengen, so
ist das Ultraprodukt dieser Mengen M, (beziiglich U) definiert als

M =[] M ju = (HM-) /™~

i€l icl

wobei ~ definiert ist durch: (a;)ier ~ (a})icr genau dann, wenn {i € I |
a; = a,} grofs ist.
Wir schreiben ayy € M fiir die Aquivalenzklasse von (a;)ier. Ist a; =
(@1, -y 0n:) € M ein n-Tupel fir jedes i € I, so schreiben wir a;; =
(@1us- -y anu) € M™ fir das entsprechende Tupel von Aquivalenzklassen.
(b) Ist auferdem fir jedes i eine Teilmenge X; C M gegeben, so definieren
wir das Ultraprodukt Xy := [[, Xi/U als die Teilmenge von M™, die ge-
geben ist durch: a;; € [[, Xi/U genau dann, wenn die Menge {i € I | a; €
X} grofs ist.

Lemma 2.1.7 In Definition 2.1.6 ist alles wohldefiniert, d. h.:

(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Die Bedingung an a;; hingt nicht vom Reprisentanten (a;); ab.

Definition 2.1.8 Sei L eine Sprache und sei (M;);cr eine Familie von nicht-
leeren L-Strukturen. Wir definieren das Ultraprodukt M = [[, M;/U als die
L-Struktur mit der Grundmenge [, M; /U und mit der folgenden Interpretation
der Symbole aus L; hierbei fassen wir Konstanten als 0-stellige Funktionen auf:

(a) Ist R € L ein Relationsymbol, so setze RM =[], RM: JU.
(b) Ist f € L ein n-stelliges Funktionssymbol, a; € M fir alle i und b; =

f(a,), so setze fM(ay,) == by.

Lemma 2.1.9 Dies ist wohldefiniert, d. h. in (b) hingt by nicht von der Wahl
des Reprisentanten (a;)icr von a;, ab.
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Satz 2.1.10 (Satz von Los) Sei weiterhin I eine nicht-leere Index-Menge, U
ein Ultrafilter auf I, L eine Sprache, (M;);cr eine Familie von nicht-leeren
L-Strukturen und M = ], M;/U ihr Ultraprodukt. Sei auferdem ¢(z) eine
L-Formel und sei a; € M]* fir i € I. Dann gilt:

ME ¢lay) < {i € 1| M é(a,)} ist grof.

Korollar 2.1.11 Ist (M;);er eine Familie von Modellen einer Theorie T, so
ist auch ihr Ultraprodukt [, M; /U ein Modell von T.

Korollar 2.1.12 Ist T eine Theorie, die beliebig grofie endliche Modelle besitzt,
so besitzt T' auch unendliche Modelle.

Definition 2.1.13 Fin Ultraprodukt von lauter gleichen L-Strukturen M nennt
man auch eine Ultrapotenz von M. Man schreibt auch M! /U dafiir.

Bemerkung 2.1.14 Sei M eine L-Struktur und M* := MY /U eine Ultrapo-
tenz davon. Dann gilt:

(a) M* ist elementar dquivalent zu M.

(b) Wir kénnen (und werden) M als Teilmenge von M* auffassen, indem wir
jedes Element a € M mit ayy € M* identifizieren, fir a; = a. (Aquivalent:
Wir nehmen o. E. an, dass ein Konstantensymbol fir a in L ist. Dann
identifizieren wir a mit a™".)

(¢) Ist I =N und U ein freier Ultrafilter, so ist M* 2 M.

Notation 2.1.15 Sei M eine beliebige Menge. Wir machen M zu einer L-
Struktur M in einer Sprache L, die aus sdmtlichen Konstanten in M, sdamt-
lichen Funktionen f: M™ — M wund simtlichen Relationen R C M™ (fir alle
n) besteht. Sei nun M* := MT /U eine Ultrapotenz. Fiir f und R wie oben be-
zeichnen wir die Interpretation von f in M* mit f*: (M*)" — M* und die
Interpretation von R in M mit R* C (M™*)™.

Bemerkung 2.1.16 Mit diesen Notationen gilt. ..

(a) ...fir Funktionen f: M™ — M: f* ist eine Fortsetzung von f (d.h.

fm = 15
(b) ...fir Relationen R C M™: R=R*NM".

Lemma 2.1.17 Sei I =N und U ein freier Ultrafilter auf I.

(a) Fine Teilmenge A C M ist endlich genau dann, wenn A* = A ist.
(b) Ist Ag 2 A1 D ... eine absteigende Folge von Teilmengen von M, so ist
MNien Af, # 0 genau dann, wenn keine der Mengen Ay, leer ist.

Beispiel-Anwendung 2.1.18 Wir wenden das Lemma auf M = N an. Dann
gilt:

(a) N* enthdlt unendlich grofie Elemente a, d.h. a >k fiir alle k € N. Es gilt
sogar: Alle Elemente von N* \ N sind unendlich grof.
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(b) Eine Teilmenge A C N ist unendlich genau dann, wenn A* unendliche
Elemente enthdlt. Das bedeutet zum Beispiel, dass die Primzahlzwillings-
vermutung (die besagt, dass unendlich viele Primzahlzwillinge'® existieren)
gilt genau dann, wenn in N* mindestens ein unendliches Primzahlzwil-
lingspaar existiert.

Beispiel-Anwendung 2.1.19 Wir wenden das Lemma auf R an. Dann exi-
stieren in R* = R! /U infinitesimale Elemente a, d. h. es gilt: |a| < r fiir alle
r € Ryg. Wir betrachten eine Funktion f: R — R mit f(0) = 0. Dann gilt: f
ist stetig bei 0 genau dann, wenn fir alle infinitesimalen a € R* gilt: f(a) ist
infinitesimal.

2.2 Der Kompaktheitssatz

Satz 2.2.1 (Kompaktheitssatz) Eine L-Theorie T ist konsistent genau dann,
wenn jede endliche Teilmenge von T konsistent ist.

Korollar 2.2.2 Wenn eine L-Aussage ¢ aus einer L-Theorie T folgt, dann folgt
¢ schon aus einer endlichen Teilmenge von T'.

Bemerkung 2.2.3 Sei L eine Sprache und sei X die Menge all derjenigen
vollstindigen L-Theorien T, bei denen aus T = ¢ bereits ¢ € T folgt.'! Man
kann X als topologischen Raum auffassen, bei dem eine Teilmenge Y C X ab-
geschlossen ist genau dann, wenn eine (mdglicherweise unvollstindige) Theorie
T existiert mit Y = {T € X | T C T}. Der Kompaktheitssatz besagt dann
genau, dass X kompakt ist.

Bemerkung zur Bemerkung: Wie in der Analysis hat man: Eine Teilmenge
Y C X ist abgeschlossen, wenn jeder Limes von Elementen aus Y wieder in
Y liegt...wenn man ,Limes“ als ,Ultraprodukt” interpretiert; also genauer: Ei-
ne Teilmenge Y C X ist ageschlossen genau dann, wenn gilt: Sind (M;);er
L-Strukturen mit Th(M,;) € Y, und ist U ein Ultrafilter auf I, so ist auch
Th(HieI MI/U) ey.

Beispiel-Anwendung 2.2.4 Auf jeder Menge existiert eine Ordnungsrelation.

Beispiel-Anwendung 2.2.5 (Satz von Ramsey) Seien C,m > 1 gegeben.
Dann ezistiert eine natirliche Zahl n mit folgender Figenschaft: Ist G ein voll-
standiger Graph mit n Knoten, dessen Kanten mit C Farben gefdrbt sind, so
ezistiert eine m-elementige Teilmenge H C G, so dass alle Kanten in H die
gleiche Farbe haben.

Definition 2.2.6 Sei M ecine L-Struktur, sei x ein Tupel von Variablen, und
sei 3 eine Menge von Formeln in x. ¥ heifit endlich erfillbar (in M), wenn
fiir jede endliche Teilmenge g C 3 ein a € M™ existiert, so dass fir alle

10Ein Primzahlzwilling ist ein Paar von Primzahlen p1, p2 mit po = p1 + 1.
Wir stellen diese Forderung, damit in X nicht verschiedene aber &quivalente Theorien
liegen.
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o(z) € 3o gilt: M |= ¢(a). Existiert ein a € M™, so dass M = ¢(a) fir alle
o(z) € ¥ gilt, so sagt man a realisiert ¥ (und ¥ ist in M erfiillbar oder
realisiert).

Korollar 2.2.7 Sei M eine L-Struktur und X eine endlich erfillbare Menge
von L-Formeln. Dann existiert eine elementar dquivalente Struktur M’ = M,
in der X realisiert ist.

2.3 Elementare Erweiterungen

Definition 2.3.1 Seien M und N L-Strukturen.

(a) Fine Abbildung a: M — N heifit elementare Einbettung, wenn fir jede
L-Formel ¢(z) und jedes Tupel a € M™ gilt: M = ¢(a) genau dann, wenn
N E élala)).

(b) Ist M C N und ist die Inklusionsabbildung von M nach N eine elementare
Abbildung, so nennt man M eine elementare Unterstruktur von N
und N eine elementare Erweiterung von M. Notation dafir: M < N

(oder M < N').

Bemerkung: Anders ausgedriickt: Eine Unterstruktur M C N ist eine elemen-
tare Unterstruktur, wenn fiir jede L-Formel ¢(z) und jedes Tupel a € M™ gilt:
M (o) <= N é(a).

Bemerkung 2.3.2 (a) Fir L-Strukturen M C N gilt: M ist eine elementare
Unterstruktur von N genau dann, wenn M = N gilt.
(b) Sind M und N' L-Strukturen mit N |= Thy, ) (M), so erhalten wir eine
natiirliche elementare Einbettung M — N

Beispiel 2.3.3 Ist M* = M!/U eine Ultrapotenz einer L-Struktur M (die
wir wie in Notation 2.1.15 als Obermenge von M auffassen), so ist M* eine
elementare Erweiterung von M.

Bemerkung 2.3.4 Sei M eine L-Struktur und X eine endlich erfillbare Men-
ge von L-Formeln. Wenn man Korollar 2.2.7 in der Sprache L(M) anwendet,
erhalt man eine elementare Erweiterung M’ = M, in der 3 realisiert ist.

Lemma 2.3.5 Jede unendliche L-Struktur M hat beliebig grofie elementare Er-
weiterungen, im Sinne von: Ist A eine beliebige Menge, so existiert eine elemen-
tare Erweiterung N = M, in die sich A injektiv einbetten lisst.

Lemma 2.3.6 Seien My C M1 C My L-Strukturen.

(a) Aus My < M7 und M1 < Mo folgt Mo < M.
(b) Aus Mg < Mgy und M1 < Mo fOlgt Moy < M.

Satz 2.3.7 (Tarski-Test) Sei N eine L-Struktur. Eine Teilmenge M C N
st genau dann Triger einer elementaren Unterstruktur von N, wenn fiir jede
L(M)-Formel ¢(x) gilt: Wenn ein a € N existiert mit N |= ¢(a), dann existiert
schon ein a’ € M mit N = ¢(a’).
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Satz 2.3.8 (Lowenheim-Skolem) Sei M eine unendliche L-Struktur. Dann
existiert fir jede Kardinalzahl & > max{|L|,Ro} eine L-Struktur N der Kardi-
nalitdt k mit:

(a) falls k > |M|: M < N (,Lowenheim-Skolem aufwdirts®)
(b) falls k <|M|: N < M (,Léwenheim-Skolem abwdrts®)

Vorgriff: Wir werden demnéchst die Kardinalitat |A| von beliebigen (auch un-
endlichen) Mengen A definieren. Sie hat folgende Eigenschaften:

(a) Die Kardinalitdt einer Menge ist eine Kardinalzahl. (Was das ist, wer-
den wir auch definieren.) Jede natiirliche Zahl ist eine Kardinalzahl. Die
Kardinalitdt von abzéhlbaren Mengen wird mit Ny bezeichnet.

(b) |A| = |B| genau dann, wenn eine Bijektion zwischen A und B existiert.

(c¢) |A] <|B| genau dann, wenn eine Injektion von A nach B existiert. Wenn
A nicht leer ist, ist das auch dquivalent dazu, dass eine Surjektion von B
nach A existiert.

(d) Sind A und B Mengen, von denen mindestens eine unendlich ist, so gilt
|A U B| = max{|A|,|B|}. Sind beide Mengen nicht-leer, so gilt aukerdem
A x B = max|A], | B]}.

Lemma 2.3.9 Sei k > Ny eine unendliche Kardinalzahl und seien I und A;
Mengen, fir i € I, mit |I| < k und |A;| < k fir alle i € I. Dann ist auch

|Uier Ail < 5.

Lemma 2.3.10 Ist L eine Sprache, so gibt es max{|L|,No} verschiedene L-
Formeln (bis auf Umbenennung der Variablen).

2.4 Vaughts Test und Anwendungen

Satz 2.4.1 (Vaughts Test) SeiT eine konsistente Theorie ohne endliche Mo-
delle. Wenn eine Kardinalzahl k > max{|L|,Ro} ezistiert, so dass alle Modelle
von T der Kardinalitit x isomorph sind, dann ist T vollstindig.

Satz 2.4.2 Sei K ein Korper. Die Lk yr-Theorie der unendlichen K -Vektorrdume
ist vollstandig.

Satz 2.4.3 Sei p entweder 0 oder eine Primzahl. Die Theorie der algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p ist vollstindig. (Diese Theorie wird
mit ACF,, bezeichnet.)

Definition 2.4.4 Seien Ky C K Kérper. Fine Teilmenge A C K heifit alge-
braisch abhdngig tiber Ky, wenn ein Polynom f(z) € Ko[z]\{0} existiert und
paarweise verschiedene ay, ... ,a, € A, so dass f(ai,...,a,) = 0 ist. Ist dies
nicht der Fall, so nennt man A algebraisch unabhdngig tiber K.

Bemerkung: Eine ein-elementige Menge {a} C K ist algebraisch unabhingig
iiber K genau dann, wenn a transzendent {iber K ist.
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Satz 2.4.5 Seien Ky C K Korper. Dann existiert eine tiber K, algebraisch un-
abhingige Menge A C K, so dass die Korpererweiterung K/Ko(A) algebraisch
15t.

Definition 2.4.6 Sind Ky, K und A wie in Satz 2.4.5, so nennt man A eine
Transzendenzbasis von K iiber K. Ist Ko der Primkérper von K, so nennt
man A auch einfach nur Transzendenzbasis von K.

Lemma 2.4.7 Sind Ko C K unendliche Kérper und ist A eine Transzendenz-
basis von K iber Ky, so ist |K| = max{|Ky|,|A|}.

Lemma 2.4.8 Scien Ko C K Kdrper. Wir nehmen an, dass eine iber Ky
algebraisch unabhdngige Teilmenge A C K existiert, so dass K = Ky(A) ist.
Dann ist K und Ko((2a)aca) isomorph iiber Kg.*?

Korollar 2.4.9 Seien K und K’ algebraisch abgeschlossene Korper, die einen
gemeinsamen Unterkorper Ko besitzen und seien A C K und A C K’ Transzen-
denzbasen von K bzw. K' iber Ky. Ist |A| = |A'|, so sind K und K’ dber Ky
isomorph.

Korollar 2.4.10 Sei ¢ eine Lying-Aussage. Dann sind dquivalent:

(a) Es existiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K der Charakteristik
0 mit K = ¢.

(b) Fir alle algebraisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik 0 gilt
K E¢.

(c) Es gibt algebraisch abgeschlossene Korper K beliebig grofler positiver Cha-
rakteristik mit K = ¢.

(d) Fiir alle abgeschlossenen Korper K hinreichend grofer positiver Charak-
teristik gilt K = ¢.

Satz 2.4.11 Sei f: C" — C" eine injektive polynomiale Abbildung. Dann ist f
auch surjektiv.

3 Einschub iiber Mengen

3.1 Ordinalzahlen und das Zornsche Lemma

Konvention 3.1.1 (a) Wie wir in Lemma 1.06.5 gesehen haben, ist nicht je-
de Zusammenfassung von mathematischen Objekten eine Menge. Mdéchte
man trotzdem tiber solche Zusammenfassungen sprechen, so nennt man
sie Klassen.

(b) Eine Maglichkeit, den Begriff einer Klasse prizise zu machen ist: Eine
Klasse ist in Wirklichkeit eine Lyie(A)-Formel ¢(x) (fir eine beliebige
Parametermenge A), aber man behandelt sie notationell wie eine Menge:

2Erinnerung: Zwei Korper K, K’ mit einem gemeinsamen Unterkérper Ko heifien iso-
morph iiber K(, wenn ein Isomorphismus K — K’ existiert, der auf Ky die Identitit
ist.
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Man schreibt K := {z | ¢(z)} fiir die Klasse, die der Formel ¢(z) ent-
spricht; ,a € K* bedeutet, dass ¢(a) gilt; ist K' := {a | ¢'(a)}, so steht
KNK' fir die Klasse, die durch ¢ A ¢’ gegeben ist, und K C K’ bedeutet
Va: (¢(z) = ¢'(2)); ete.

(¢) Eine Klasse, die keine Menge ist, nennt man auch eine echte Klasse.

(d) Wenn wir in ZFC arbeiten, fassen wir eine Funktion f: X —'Y als Menge
auf, indem wir sie mit ihrem Graph identifizieren. Wenn X und/oder Y
eine Klasse ist, machen wir dies auch; der Graph von f ist dann auch
eine Klasse. Man nennt f dann manchmal eine klassengrofe Funktion
oder auch Funktional.

Bemerkung 3.1.2 (a) Der wichtigste Unterschied zwischen Mengen und Klas-
sen ist: Fine Klasse kann nicht Element einer Menge (oder einer anderen
Klasse) sein.

(b) Ist M eine Menge und K C M eine Klasse, so ist K auch eine Menge.
(c) Ist M eine Menge, K eine Klasse und f: M — K eine (klassengrofie)
Bijektion, so ist auch K eine Menge.

Definition 3.1.3 Fine Menge o heifst Ordinalzahl, wenn gilt:

(a) Fiir alle p € a ist 8 C a.
(b) Fiir alle 8,8" € « gilt: B € 8" oder B’ € 8 oder B =0".
Wir schreiben On fiir die Klasse aller Ordinalzahlen. Fiir o, 8 € On definieren

wir dass a < [ ist, falls « € B ist. Den Nachfolger einer Ordinalzahl «
definieren wir durch s(a) := a U {a}.

Lemma 3.1.4 Fir jede Ordinalzahl o gilt:

(a) Alle Elemente von « sind auch Ordinalzahlen. Insbesondere ist oo = {0 €
On | g < a}.
(b) s(a) ist auch eine Ordinalzahl.

Notation 3.1.5 (a) Wenn wir natirliche Zahlen wie in Bemerkung 1.6.7 als
Mengen auffassen (d.h. n wird mit {0,...,n — 1} identifiziert), dann ist
jede natiirliche Zahl eine Ordinalzahl. Wir werden auf diese Art N als
Teilmenge von On auffassen.

(b) Die Menge aller natiirilchen Zahlen wird auf diese Art auch eine Ordinal-
zahl. Diese Ordinalzahl nennen wir w.

Definition 3.1.6 Fine Wohlordnung auf einer Menge oder Klasse M ist eine
Ordnungsrelation <, so dass jede nicht-leere Teilmenge oder Teilklasse A C M
ein Minimum besitzt. Wir sagen auch, M ist (durch <) wohlgeordnet.

Satz 3.1.7 On ist durch < wohlgeordnet.

Bemerkung 3.1.8 Aus Satz 3.1.7 folgt, dass On ist eine echte Klasse ist.

Bemerkung 3.1.9 Sei M eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist auch o :=
UBeM B eine Ordinalzahl, und zwar das Supremum von M (d. h. « ist die klein-
ste Ordinalzahl mit o > (B fir alle B € M ).
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Definition 3.1.10 Fine Ordinalzahl o« # 0 nennt man Nachfolger-Ordi-
nalzahl, wenn o = s(B) fir ein f € On ist; sonst nennt man « Limes-
Ordinalzahl. (0 ist weder Nachfolger noch Limes.)

Bemerkung: Eine Ordinalzahl o > 0 ist Limes-Ordinalzahl genau dann, wenn
a =g, B ist.

Satz 3.1.11 (Transfinite rekursive Definition) Fine Funktion f: On — M
(fiir eine beliebige Menge oder Klasse M ) lasst sich eindeutig dadurch charakte-
risieren, dass man fir jede Ordinalzahl o angibt, was f(«) sein soll, wenn f(5)
bereits fiir alle 8 < a festgelegt sind.

Der Satz lasst sich wie folgt formaler formulieren: Wir nehmen an, dass fiir jede
Ordinalzahl « eine Funktion h,: Abb(a, M) — M gegeben ist. Dann existiert
genau eine Funktion f: On — M, so dass fiir alle a € On gilt: f(a) = ha(fla)-

Satz 3.1.12 Jede wohlgeordnete Menge (M, <) ist zu genau einer Ordinalzahl
ordnungsisomorph, d. h. es existiert genau eine Ordinalzahl o, so dass eine ord-
nungserhaltende Bijektion M — « existiert. Dieser ordnungsisomorphismus ist
auferdem eindeutig.

Satz 3.1.13 (Wohlordnungssatz) Jede Menge steht in Bijektion zu einer
Ordinalzahl. Insbesondere gibt es auf jeder Menge eine Wohlordnung.

Satz 3.1.14 (Zornsches Lemma) Ist (M, =) eine nicht-leere partiell geord-
nete Menge, so dass jede Kette eine obere Schranke besitzt, so besitzt M ein
Mazimum.

3.2 Kardinalzahlen

Definition 3.2.1 (a) Die Kardinalitdt |M| einer Menge M ist die kleinste
Ordinalzahl a, so dass es eine Bijektion zwischen M und « gibt.
(b) Fine Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl o, fir die |a| = a gilt.

Bemerkung: Unendliche Nachfolgerordinalzahlen sind keine Kardinalzahlen.

Satz 3.2.2 Fir Mengen M, M’ gilt |M| < |M'| genau dann, wenn eine Injek-
tion M — M’ existiert.

Korollar 3.2.3 Fiir belicbige Mengen M, M’ gilt:

(a) In mindestens eine Richtung (M — M' oder M’ — M) existiert eine
Injektion.

(b) Existiert in beide Richtungen eine Injektion, so existiert auch eine Bijek-
tion M — M’'.

Korollar 3.2.4 Fiir nicht-leere Mengen M, M’ gilt |M| < |M'| genau dann,
wenn eine Surjektion M’ — M existiert.
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Lemma 3.2.5 Fir jede Menge M gilt: |P(M)| > |M]|.

Lemma 3.2.6 Ist M eine Menge von Kardinalzahlen, so ist auch \J,.c\ k =
sup M eine Kardinalzahl.

Definition 3.2.7 Fiir unendliche Kardinalzahlen verwendet man die folgende
Notation: Fiir Ordinalzahlen o definieren wir rekursiv: Wy ist die kleinste un-
endliche Kardinalzahl, die grifier ist als Rg fir alle 8 < a. (Insbesondere ist N
die kleinste unendliche Kardinalzahl, also Ny = w.)

Bemerkung 3.2.8 Fiir Limes-Ordinalzahlen X\ gilt: X\ = U5<>\ Ng.
Definition 3.2.9 Seien M, N disjunkte Mengen mit Kardinalititen |M| = &,

|N| = . Wir definieren:

(a) K+ p:=|MUN|
(b) kK-p:=|M x N|
(¢) k" :=|Abb(N,M)|

Beispiel 3.2.10 |R| = 2% = Rf°.

Satz 3.2.11 Flir unendliche Kardinalzahlen k, p gilt: k+p = k- = max{k, u}.

/ f%-jy
A
RN

Bemerkung 3.2.8% Die Kontinuumshypothese 280 = R, “ lisst sich in ZFC
weder beweisen noch widerlegen.

Definition 3.2.8 Die von-Neumann-Hierarchie V,, fir a € On ist wie
folgt definiert: Vo := 0; Vyzy := P(V); und fiir Limes-Ordinalzahlen \: Vy :=
Uﬂ<>\ 2%

Satz 3.2.5 U Vo st die Klasse aller Mengen.

aceOn

Definition 3.2.7%= Fine Kardinalzahl k heifit stark unerreichbar, wenn gilt:

(a) kK >w
(b) Fir alle p < k gilt 2 < k.
(c¢) Ist M C k mit | M| < &, so ist sup M < k.

Satz 3.2.8 Ist k stark unerreichbar, so ist V,, ein Modell von ZFC.
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4 Quantorenelimination und Anwendungen

4.1 Quantorenelimination

Sei L eine Sprache.

Definition 4.1.1 (a) Erinnerung: Eine atomare Formel ist eine Formel
der Form (i), (ii) oder (iii) aus Definition 1.2.1 (b).
(b) Ein Literal ist eine Formel die entweder atomar ist oder die Negation
einer atomaren Formel ist.
(¢) Fine quantorenfreie Formel ist eine Formel, in der keine Quantoren
vorkommen, die also in Definition 1.2.1 (b) nur (i)-(v) verwendet.

Eine Formel, die sich durch Negation und Konjunktion'? aus anderen Formeln
ergibt, nennt man auch eine boolsche Kombination dieser anderen Formeln.
Eine Formel ist also quantorenfrei genau dann, wenn sie eine boolsche Kombin-
tation von atomaren Formeln ist.

Bemerkung 4.1.2 Jede quantorenfreie Formel ¢(x) ist dquivalent zu einer
Formel der Form

k1 ke
Novi@ v ... v N\ i),
i=1 i=1

wobei jedes ¢y ,;(x) ein Literal ist. (Dies nennt man eine disjunktive Normal-

form von ¢(x).)

Bemerkung 4.1.3 Sei ¢(z) eine quantorenfreie L-Formel, sei a: M — N
eine Einbettung von L-Strukturen und sei @ € M™. Dann gilt M = ¢(a) <~
N E ¢(a(a)). Insbesondere gilt im Fall M CN: M = ¢(a) <= N E ¢(a).

Definition 4.1.4 Fine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination (oder ,eli-
miniert Quantoren®), wenn jede L-Formel ¢(x) modulo T zu einer quantoren-
freien L-Formel ¢(z) dquivalent ist, d. h. wenn gilt: T |= Va: (¢p(z) < ¥(z)).
Eine L-Struktur M hat Quantoren-Elimination, wenn ihre Theorie Th(M)
Quantorenelimination hat.

Satz 4.1.5 Sei T eine L-Theorie. Wenn jede Formel ¢(x) der folgenden Form
modulo T zu einer quantorenfreien L-Formel dquivalent ist, hat T Quantoren-
Elimination:

(z) = Jy: Y(z,v),

wobei Y(xz,y) eine Konjunktion von Literalen ist und y in jedem der Literale
vorkommt.

Beispiel 4.1.6 Sei L = {<} und sei DLO' die Theorie der dichten linearen
Ordnungen ohne Endpunkte, d. h. DLO besteht aus den folgenden L-Aussagen:

13{Jblicherweise erlaubt man auch Disjunktion, aber das lisst sich ja auch mit Negation und
Konjunktion ausdriicken.
14DLO steht fiir dense linear order.
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(a) < ist eine Ordnungsrelation.
(b) Vz,z': (z <2’ - Jy:z <y <a’)
(¢) Va: Jy,y:y<ax <y

(d) z: —L.

DLO eliminiert Quantoren.

Beispiel 4.1.7 Sei L = Lagy, U {<} und sei DOAG'® die Theorie der nicht-
trivialen disisiblen angeordneten abelschen Gruppen, d.h. DOAG besteht aus
den folgenden L-Aussagen:

(a) 0,4, — definiert eine abelsche Gruppe.

(b) Die Gruppe ist nicht-trivial, d. h. Jz: x # 0.

(¢) Die Gruppe ist divisibel, d. h. fiir jede natiirliche Zahln > 1 gilt: Vx: Jy: ny
T.

(d) < ist eine Ordnungsrelation.

(e) Die Ordnungsrelation ist kompatibel mit der Gruppenverknipfung, d.h.
Ve, 2'y:x <2’ wz+y<a +y.

DOAG eliminiert Quantoren.

Beispiel 4.1.8 In der Sprache Lag hat Th(Z) keine Quantorenelimination,
da z. B. 27 nicht ohne Quantoren definierbar ist. Setzt man jedoch L := Lagrp U
{P, | n > 2}, wobei P, ein Pridikat ist, das die Menge der durch n teilbaren
Zahlen definiert, so hat Thr(Z) Quantorenelimination.

Satz 4.1.9 Sei T eine konsistente L-Theorie mit Quantoren-Elinination. Wir
nehmen auferdem an, dass es eine L-Struktur A gibt (nicht notwendigerweise
ein Modell von T'), die sich in jedes Modell von T einbetten ldsst. Dann ist T
vollstindig.

Beispiel 4.1.10 DLO und DOAG sind volistindig.

Satz 4.1.11 Ist T eine L-Theorie mit Quantoren-Elimination, ist M ein Mo-
dell von T, und ist M’ C M eine Unterstruktur, die auch ein Modell von T ist,
so ist M’ schon eine elementare Unterstruktur von M.

4.2 Ein Kriterium fiir Quantorenelimination
Sei weiterhin L eine Sprache.

Lemma 4.2.1 (Trennungslemma) Seien Ty, Ty L-Theorien. Wir nehmen an,
dass sich jedes Paar von Modellen My = Ti, Mo | Ty durch eine quanto-
renfreie L-Aussage ¢, My strennen® ldsst, d.h. My = dpy m, und Mo =
P My M, - Dann ezistiert auch eine quantorenfreie L-Aussage ¢, die Ty und T
strennt®, d.h. mit Ty = ¢ und T = —¢.

Definition 4.2.2 Sei M eine L-Struktur und sei A C M. Die von A erzeugte
Unterstruktur (A);, von M ist die kleinste Unterstruktur von M, die A ent-
hélt: (A)p = {tM(a) |t L-Term, a € A"}. Gilt (A), = M, so sagt man, M ist

15DOAG steht fiir divisible ordered abelian group.
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von A erzeugt. Fine Struktur M heifst endlich erzeugt, wenn sie von einer
endlichen Menge erzeugt ist.

Lemma 4.2.3 Seien My und My L-Strukturen und seien a; € M{* und a, €
MZ. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fir jede quantorenfreie L-Formel ¢(z) gilt: My | ¢(a;) <= My |
P(as).

(ii) Es existiert ein Isomorphismus von {a,), nach (a5)r, der a; auf ay abbil-
det.

Satz 4.2.4 FEine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann, wenn
folgendes gilt:

Sind My, Ms =T Modelle, A1 C My und Az C My endlich erzeugte Unter-
strukturen, a: Ay — Ag ein Isomorphismus und ist ¥(a,y) eine quantorenfreie
L(Ay)-Formel,'® so dass es ein by € My gibt mit My = (a,by), so gibt es
auch ein by € M’ mit Ms = ¥ (a(a),bs).

Auflerdem reicht es, das Kritertum zu tberprifen, wenn ¢ eine Konjunktion
von Literalen ist.

Korollar 4.2.5 FEine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann, wenn
folgendes gilt:

Sind M1, Mo |E T Modelle, sind A; C M, endlich erzeugte Unterstrukturen, ist
a: Ay = As ein Isomorphismus und ist by € My, so existiert eine elementare
Erweiterung Mb > Ma, so dass sich a zu einer Einbettung (A1,b1)r, — M)
fortsetzen ldsst.

Beispiel 4.2.6 Sei K ein Kérper, L vr = {0,+, -} U{r- | r € K} die Spra-
che der K-Vektorrdume wie in Beispiel 1.1.7 und sei T die Theorie der K-
Vektorriume, die als Menge unendlich sind. Dann hat T Quantoren-Elimination.

Beispiel 4.2.7 Die Theorie ACF der algebraisch abgeschlossenen Kérper (in
der Sprache Lying) hat Quantoren-Elimination.

Beispiel 4.2.8 Wir erhalten auf diese Art einen (neuen) Beweis von:

(a) Fir jedes p € PU{0} die Theorie ACF, der algebraisch abgeschlossenen
Korper der Charakteristik p vollstindig.

(b) Sind K C L algebraisch abgeschlossene Korper, so ist bereits L eine ele-
mentare Erweiterung von K.

Bemerkung 4.2.9 Wenn T Quantoren-Elimination hat und M;, A;, a wie in
Korollar /.2.5 sind, so kann den Isomorphismus a sogar zu einer Einbettung
My — MY, fortsetzen, fir eine geeignete elementare Erweiterung MY = Ma.

16 Gemeint ist: 1 (z, y) ist eine quantorenfreie L-Formel und a ist ein Tupel aus A;. (Dadurch
wird ¥ (a,y) zu einer L(A;)-Formel.)
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4.3 Reell abgeschlossene Korper

Definition 4.3.1 Fin angeordneter Ring ist ein Ring R (in dieser Vorle-
sung: kommutativ und mit 1) mit einer Ordnungsrelation <, so dass fir alle
a,b,c € R gilt:

(a) a<b=a+c<b+c
(b) a<bAc>0= ac < be.

Ein angeordneter Koérper ist ein Korper, der ein angeordneter Ring ist. Wir
fassen angeordnete Ringe als Strukturen in der Sprache Loying = Lying U {<}

auf.

Bemerkung 4.3.2 In angeordneten Ringen R gilt fiir alle a,b € R:

(a) a > 0 genau dann, wenn —a < 0.
(b) a? > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
(¢) ab > 0 genau dann, wenn a und b beide positiv oder beide negativ sind.

Lemma 4.3.3 Ist R ein angeordneter Ring, so lisst sich die Anordnung auf
eindeutige Weise auf den Briichekorper Frac R fortsetzen.

Definition 4.3.4 FEin angeordneter Korper K heifit reell abgeschlossen, wenn
K(+/—1) algebraisch abgeschlossen ist.

Bemerkung 4.3.5 Ist K reell abgeschlossen, so haben alle irreduziblen Poly-
nome in K[z] Grad 1 oder 2.

Lemma 4.3.6 Ein angeordneter Korper K ist reell abgeschlossen genau dann,
wenn

(a) jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in K besitzt; und
(b) jedes positive Element von K eine Quadratwurzel in K besitzt.

Bemerkung 4.3.7 Auf reell abgeschlossenen Kdérpern ist die Ordnungsrelation
bereits durch die Korperstruktur festgelegt: Es gilt a > b genau dann, wenn a—b
ein Quadrat ist.

Definition 4.3.8 Sei RCF die Loring- Theorie der reell abgeschlossenen Kérper.

Satz 4.3.9 Zu jedem angeordneten Korper K existiert ein angeordneter Kérper
L O K mit folgenden Figenschaften:

(a) L ist reell abgeschlossen.
(b) L/K ist eine algebraische Erweiterung.

AufSerdem ist L durch K eindeutig festgelegt (bis auf ordnungserhaltenden Iso-
morphismus, der auf K die Identitdt ist).

Definition 4.3.10 Den Kérper L aus Satz 4.5.9 nennt man den reellen Ab-
schluss von K.

Satz 4.3.11 RCF hat Quantoren-Elimination.

24



Index

L(A), 6
ACF, 7
ACF,, 16, 23
L 2
Lerp, 2

Lg, 2

Lord7 2

Lring7 2
RCF, 24
ZFC, 10
1,3

agrp»

DOAG, 22

abhéngig

algebraisch, 16
Abschluss

reeller, 24
ACF, 7
algebraisch abhéngig, 16
algebraisch unabhéngig, 16
angeordneter Korper, 24
angeordneter Ring, 24
Antinomie

Russelsche, 10
dquivalent, 7, 8
dquivalent modulo T, 8
atomare Formel, 5, 21
Aussage, 3
Aussage erster Stufe, 3
Aussonderung, 10
Auswahl, 11
Axiom, 7

boolsche Kombination, 21

definierbar, 5, 6

A-, 6

mit Parametern, 6
definiert, 5

disjunktive Normalform, 21

echte Klasse, 18
Einbettung, 6
elementar dquivalent, 8
elementare Einbettung, 15
elementare Erweiterung, 15
elementare Unterstruktur, 15
Elimination

von Quantoren, 21
endlich erfiillbar, 14
endlich erzeugt, 23
erfiillbar, 15

endlich, 14
erfiillen, 4
Ersetzung, 10
Erweiterung, 6
erzeugt, 23
erzeugte Unterstruktur, 22
Extensionalitat, 10

Falsum, 3

folgt, 7

Formel, 3
atomare, 5, 21
Literal, 21

quantorenfreie, 21
Formel erster Stufe, 3
freie Variable, 3
freier Ultrafilter, 12
Fundierung, 11
Funktional, 18
Funktionssymbol, 2

gilt, 4

groft beziiglich eines Ultrafilters, 11
Grundmenge, 2

Godelsche Vollstandigkeitssatz, 9

Hauptultrafilter, 12
Herleitbarkeit, 9
Hilbertkalkiil, 9
Homomorphismus, 6

infinitesimal, 14
inkonsistent, 7
Interpretation, 2
isomorph, 6



isomorph iiber Ky, 17
Isomorphismus, 6

Kardinalitét, 19
Kardinalzahl, 19
Klasse, 17

echte, 18
klassengrofse Funktion, 18

klein beziiglich eines Ultrafilters, 11

Kompaktheitssatz, 14
Komprehension, 10
konsistent, 7
Konstantensymbol, 2
Kontinuumshypothese, 20
Kuratowksi-Paar, 11

leere Sprache, 2
Lemma

Trennungs-, 22
Limes-Ordinalzahl, 19
Literal, 21

Mengenlehre
naive, 10
Zermelo-Frankel, 10
Modell, 7
Modus Ponens, 9

Nachfolger
einer Ordinalzahl, 18
Nachfolger=Ordinalzahl, 19

Oberstruktur, 6

Ordinalzahl, 18
Limes-, 19
Nachfolger-, 19

Potenzmenge, 10
Primzahlzwilling, 14

Quantoren-Elimination, 21
quantorenfreie Formel, 21

realisiert, 15
reell abgeschlossener Korper, 24
reeller Abschluss, 24
rekursive Definition

transfinite, 19
Relationssymbol, 2
Russelsche Antinomie, 10

Satz

Godelscher Vollstandigkeits-, 9

von Loéwenheim-Skolem, 16
Satz von Ramsey, 14
Signatur, 2
Sprache, 2
der K-Vektorraume, 3
der abelschen Gruppen, 2
der angeordneten Mengen, 2
der Gruppen, 2
der Ringe, 2
leere, 2
Sprache der Mengenlehre, 10
stark unerreichbar, 20
Struktur, 2
auf einer Menge, 2
Symbol
Funktions-, 2
Konstanten-, 2
Relations-, 2

Tautologie, 9

Term, 3

Theorie, 7
der K-Vektorraume, 7
der abelschen Gruppen, 7

der algebraisch abgeschlossenen Kor-

per, 7

der angeordneten Mengen, 7

der Gruppen, 7

der Korper, 7

der Ringe, 7

der unendlichen Mengen, 7
Theorie von M, 8
Transfinite rekursive Definition, 19
Transzendenzbasis, 17
Trennungslemma, 22

Ultrafilter, 11
Freier, 12
Haupt-, 12

Ultrapotenz, 13

Ultraprodukt
von Mengen, 12
von Strukturen, 12

unabhéngig
algebraisch, 16

Unendlichkeit, 10

Unterstruktur, 6

Variable



freie, 3
Vereinigung, 10
Vervollstandigung, 8
vollstandig, 8
Vollstandigkeitssatz, 9
von-Neumann-Hierarchie, 20

wahr, 4
wohlgeordnet, 18
Wohlordnung, 18

ZFC, 10

27



	Einführung in die Modelltheorie
	Logik erster Stufe
	Sprachen und Strukturen
	Formeln und Aussagen
	Homomorphismen und Einbettungen
	Theorien
	Ausflug: der Hilbertkalkül
	Ausflug: ZCF

	Elementare Erweiterungen und der Kompaktheitssatz
	Ultrafilter, Ultraprodukte und der Satz von Łoś
	Der Kompaktheitssatz
	Elementare Erweiterungen
	Vaughts Test und Anwendungen

	Einschub über Mengen
	Ordinalzahlen und das Zornsche Lemma
	Kardinalzahlen

	Quantorenelimination und Anwendungen
	Quantorenelimination
	Ein Kriterium für Quantorenelimination
	Reell abgeschlossene Körper



