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Einfiihrung in die Modelltheorie

1 Logik erster Stufe

1.1 Sprachen und Strukturen

Definition 1.1.1 Fine Sprache (oder Signatur) L besteht aus einer Menge von
Konstantensymbolen, einer Menge von Funktionssymbolen und einer Men-
ge von Relationssymbolen. Jedem Funktionssymbol und jedem Relationssymbol
wird aufferdem eine natiirliche Zahl in N>1 zugeordnet, die man die Stelligkeit des
Funktions- bzw. Relationssymbol nennt.

Notation 1.1.2 Ublicherweise schreibt man L einfach als Vereinigung der drei
Mengen. Was Konstanten-, Relations- und Funktionssymbole und was deren Stel-
ligkeit ist, ergibt sich aus der Notation oder wird separat erkldrt.

Beispiel 1.1.3 (a) Die leere Sprache Ly = 0 (ohne Konstanten-, Funktions-
und Relationssymbole).

(b) Die Sprache der Gruppen: Ly, = {1, 71}, wobet 1 ein Konstantensymbol

ist, - ein zweistelliges Funktionssymbol und ! ein einstelliges Funktionssym-
bol.

(c) Die Sprache der abelschen Gruppen.:' Lagrp = {0,4, —}, wobei 0 ein Kon-
stantensymbol ist, + ein zweistelliges Funktionssymbol und — ein einstelliges
Funktionssymbol.

(d) Die Sprache der Ringe: Lying = LagipU{L, -}, wobei 1 ein Konstantensymbol
ist und - ein zweistelliges Funktionssymbol.

(e) Die Sprache der angeordneten Mengen: Loq = {<}, wobei < ein zwei-
stelliges Relationssymbol ist.

Definition 1.1.4 Sei L eine Sprache. Eine L-Struktur M = (M,...) besteht aus
einer Menge M und:

(a) fiir jedes Konstantensymbol ¢ aus L: ein Element ¢™;
(b) fiir jedes (-stellige Funktionssymbol f aus L: eine Funktion fM: M* — M
(c) fiir jedes {-stellige Relationssymbol R aus L: eine {-stellige Relation RM auf
M2
Man nennt M die Grundmenge von M, und ™, fM und RM sind die Inter-
pretation von ¢ bzw. f bzw. R in M. Diese Interpreationen ¢, fM, RM nennt

1Eigentlich sollte man besser ,Sprache der additiv geschriebenen Gruppen® sagen.

2Zur Erinnerung: Eine solche /-stellige Relation RM ist gegeben durch eine Teilmenge von M¥;
statt ,,(a1,...,ap) € RM“ schreibt man jedoch oft ,RM (a1, .., as), und man sagt, dass a1, ..., ar
,in Relation R™M stehen“ oder ,die Relation RM erfiillen.



man auch Konstanten bzw. Funktionen bzw. Relationen aus L. Man sagt auch, M
ist eine L-Struktur auf M.

Bemerkung: In manchen Biichern wird in der Definition von Struktur gefordert,
dass M nicht leer ist.

Beispiel 1.1.5 (a) Jede Menge ist eine Ly-Struktur.

(b) Jede (abelsche) Gruppe G kann auf natirliche Weise als Lagrp-Struktur auf-
gefasst werden: G = (G, +9,-9,09). (Aber: Nicht jede Lagp-Struktur ist eine
Gruppe.)

(c) Jeder Ring mit 1 kann als Lying-Struktur aufgefasst werden, etc.

Notation 1.1.6 Die Grundmenge einer Struktur M wird immer M heiffen, und
analog fiir andere Buchstaben. Oft identifizieren wir eine Struktur M auch einfach
mit shrer Grundmenge M. Auflerdem schreiben wir fir die Interpretationen der
Symbole aus L statt ™M, fM und RM oft einfach nur ¢, f und R.

Beispiel 1.1.7 Sei K ein Kérper. Die Sprache der K -Vektorrdume ist Lx vr =
Logrp U{r- | r € K}, wobei jedes - ein einstelliges Funktionssymbol ist. Jeder K-
Vektorraum V' wird auf natirliche Weise eine L _ygr-Struktur, indem manr-: V —
V' als Skalarmultiplikation mit v interpretiert.

Konvention 1.1.8 Wir werden Konstantensymbole manchmal auch als nullstellige
Funktionssymbole auffassen.

1.2 Formeln und Aussagen
Im folgenden sei L immer eine Sprache.

Definition 1.2.1 Sei z = (x1,...,x,) ein Tupel von Variablen.

(a) Ein ,,L-Term in x“ ist wie folgt definiert:
(i) Jede Variable x; ist ein L-Term in x.
(ii) Jedes Konstantensymbol ¢ € L ist ein L-Term in z.
(iii) Sind t1,...,ty L-Terme in x und ist f ein {-stelliges Funktionssymbol
von L, soist f(t1,...,ts) ein L-Term in .
(b) Fine ,,L-Formel (erster Stufe) in x* ist wie folgt definiert:
(i) L ist eine L-Formel in z. (Diese Formel nennt man das Falsum.)
(ii) Sind t1 und ty L-Terme in x, so ist t; = to eine L-Formel in x.
(iii) Sind t1,...,ty L-Terme in x und ist R ein (-stelliges Relationssymbol
von L, so ist R(t1,...,tp) eine L-Formel in x.
(iv) Ist ¢ eine L-Formel in z, so ist auch —) eine L-Formel in x.
(v) Sind 1 und o L-Formeln in x, so ist auch (Y1 A)2) eine L-Formel in
z.



(vi) Ist i eine L-Formel in x1,...,Zn,y, so ist Jy: ¢ eine L-Formel in
T1y.e-y,Tn-

Genauer: Etwas ist ein L-Term bzw. eine L-Formel wenn es sich in endlich vielen
Schritten der Form (i)-(iii) bzw. (i)—(vi) konstruieren lisst.

(c) Ist ¢ eine L-Formel in x, so sagt man auch, x1,...,x, sind die freien Va-
riablen von ¢.

(d) FEine Formel ohne freie Variablen (also im Fall n = 0) nennt man auch eine
L-Aussage (erster Stufe).

Notation 1.2.2 Istt ein L-Term in x, so schreibt man oft auch t(z) dafir; analog
schreibt man ¢(z), wenn ¢ eine L-Formel in x ist.

Definition 1.2.3 Sei M cine L-Struktur, x ein n-Tupel von Variablen und a €
M™.
(a) Ist t(z) ein L-Term, so definiert man t(a) € M wie folgt:
(i) Fallst = x;:

t(a) = a;
(ii) Falls t = ¢ (fiir ein Konstantensymbol ¢ € L):
t(a) = M

(iil) Falls t = f(t1,...,ts) (fir ein £-stelliges Funktionssymbol f):
ta) = Mty (a), .. t(a)

(b) Ist ¢(z) eine L-Formel, so definiert man folgendermafen, ob ¢(a) wahr in M
ist; man sagt auch ,¢(a) gilt (in M)* oder ,a erfillt ¢* und man schreibt
M= p(a)

(i) Falls ¢(z) = L:
M = ¢(a) gilt fir kein a.

(ii) Falls ¢(z) = t1(z) = ta(2):
M = ¢(a) genau dann, wenn t1(a) = t2(a) ist.

(iii) Falls ¢(x) = R(t1(z),. .., te(2)):
M |= ¢(a) genau dann, wenn (ti(a),. .., te(a)) € RM ist.

(iv) Falls ¢(z) = —p(z):
M = ¢(a) genau dann, wenn M = (a) (d. h. wenn ¢ (a) nicht wahr in
M ist).

(v) Falls ¢(z) = ¢1(z) A ipa(2):
M = ¢(a) genau dann, wenn sowohl M = 1(a) als auch M = a(a)
gelten.

(vi) Falls ¢(z) = 3y: ¥(z,y):
M = ¢(a) genau dann, wenn es ein b € M gibt, so dass M = ¢ (a,D)
gilt.

(c) Ist ¢(z) eine L-Formel so schreibt man ¢(M) :={a € M" | M = ¢(a)} fir
die Menge aller Elemente, die eine Formel ¢(z) erfillen.

(d) Ist ¢ eine Aussage, so schreibt man ,M = ¢“ falls ¢ wahr in M ist.



Notation 1.2.4 Bei Formeln verwenden wir oft abkiirzende oder intuitive Nota-
tionen, insbesondere:

o 1 V 1y bedeutet —(—hy A —hg).

o ¢ — 1 bedeutet —¢ V 1.

@ < Y bedeutet (¢ — V) A (Y — @).

t1 # to bedeutet -t = to.

Vy: (z,y) bedeutet =3y: ~p(z,y)

Fy1,yo: d(z,y1,y2) bedeutet Iy : Jya: d(z,y1,y2); ete.

Ity @z, y) bedeutet Iy : (P2, y1) AVyo: (D2, y2) = y2 = y1))

Funktionssymbole, die Verkniipfungen darstellen, werden ,wie iblich® geschrie-

ben, also z. B. ,,a + b* statt +(a,b).

Klammern werden nach Bedarf verwendet (z. B. (a +b) - ¢ fiir -(+(a,b),c)).

e Obwohl (a+b)+c und a+ (b+ c) eigentlich verschiedene Terme sind, lassen
wir die Klammern oft weg, da in allen Fdllen, die uns interessieren, beide
Terme das gleiche ergeben.

o Wenn eine Sprache 1 und + enthdlt, schreiben wir 2 statt 1+1, 3 statt 1+1+1,

etc.
o Wenn eine Sprache - enthdlt, schreiben wir 2% statt x -z, x° statt ¢ -x - x, ete.
e Sind ¢1, ..., ¢, L-Formeln, so setzen wir
n
\/¢i =1V Vo,
i=1
und

N di=d1 A A

=1

(Im Fall n = 0 setzen wir \/'_, ¢; = L und \)_, ¢; = —1.)°

Beispiel 1.2.5 Ist ¢ die A-Verkniipfung aller Gruppenaziome, ausgedriickt in der
Sprache Lgyp,, s0 gilt fiir Lgwp-Strukturen M: M ist eine Gruppe genau dann, wenn

ME .
Analoges gilt fiir abelsche Gruppen, Ringe, Korper, Vektorraume, angeordnete Men-
gen, etc., jeweils in einer geeigneten Sprache.

Definition 1.2.6 Sei M eine L-Struktur.

(a) Fine Teilmenge X C M™ heifst L-definierbar, wenn eine L-Formel ¢(z)
existiert, so dass X = ¢(M) gilt.

(b) Eine Funktion f: M™ — M heifit L-definierbar, wenn der Graph von f L-
definierbar ist, d. h. wenn eine L-Formel ¢(z) existiert mit p(M) = {(z, f(z)) |
ze M}

3Fiir die immer-wahr-Formel —_L schreibt man auch T, aber das sieht — vor allem handschriftlich
— zu sehr wie T' aus; deshalb werde ich es nicht verwenden.



(¢) Ein Element a € M heifst L-definierbar, wenn die Menge {a} L-definierbar
ist, d. h. wenn eine L-Formel ¢(z) existiert, so dass M |= ¢(x) nur fir z = a
gilt.

Man sagt auch, X bzw. f bzw. a wird durch ¢(z) definiert.

Bemerkung 1.2.7 Wenn wir in einer festen L-Struktur M arbeiten, kénnen wir
L-definierbare Objekte innerhalb L-Formeln als Abkiirzung verwenden:

(a) Ist X C M™ eine L-definierbare Menge, so kénnen wir in L-Formeln ,z € X
schreiben.

(b) Ist f: M™ — M eine L-definierbare Funktion, so kénnen wir in L-Formeln f
wie ein Funktionssymbol verwenden.

(¢) Ista € M ein L-definierbares Element, so kénnen wir in L-Formeln a wie ein
Konstantensymbol verwenden.

Formaler: Ist M eine L'-Struktur fiir eine Sprache L' D L, und ist jede Relation,
Funktion und Konstante aus L'\ L bereits L-definierbar, so ist L'-Definierbarkeit
dquivalent zu L-Definierbarkeit.

Definition 1.2.8 FEine atomare Formel ist eine Formel der Form (i), (i) oder
(i) aus Definition 1.2.1 (b).

Definition 1.2.9 Sei M eine L-Struktur und A C M eine Teilmenge.

(a) Wir schreiben L(A) fir die Sprache, die aus L entsteht, indem man fir je-
des Element a € A ein Konstantensymbol hinzufigt, das wir auch einfach a
nennen.” Wir fassen dann M als L(A)-Struktur auf, indem wir jedes Kon-
stantensymbol als sich selbst interpretieren.’

(b) Ist eine Menge X C M™ L(A)-definierbar, so sagt man auch, X ist (in L) mit
Parametern aus A definierbar, und man schreibt auch A-definierbar
dafiir. Wenn man X einfach nur definierbar nennt, so meint man tblicher-
weise, dass beliebige Parameter erlaubt sind, also dass X L(M)-definierbar
15t.

Bemerkung: Mit der obigen Terminologie bedeutet also ()-definierbar das selbe wie
L-definierbar. Man verwendet gerne ,,(-definierbar“, wenn man besonders betonen
mochte, dass etwas ohne Parameter definierbar ist.

4Wir nennen eine n-stellige Relation auf M L-definierbar, wenn die entsprechende Teilmenge
von M™ L-definierbar ist.

5Man kénnte eigentlich auch ,,L U A statt L(A) schreiben, aber das ist nicht {iblich.

6Formaler kénnte man also schreiben: wir haben fiir jedes a € A ein neues Konstantensymbol
ca € L(A), und wir setzen ¢! := a.



1.3 Homomorphismen und Einbettungen

Notation 1.3.1 Fiir Tupel verwenden wir die Notation x = (x1,...,xy). Ista: M —
N eine Abbildung und a € M™, so schreiben wir a(a) fir das Tupel (a(aq),...,a(a,)) €
N™,

Definition 1.3.2 Sei L eine Sprache und seien M = (M,...) und N = (N,...)
L-Strukturen.

(a) Eine (L-)Homomorphismus von M nach N ist eine Abbildung o: M — N,
so dass gilt:
(i) Fir jedes Konstantensymbol ¢ € L gilt: o(c™M) = NV
(ii) Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € L und allea € M™ gilt: o f*(a)) =
¥ (a(a))
(iil) Fiir jedes n-stellige Relationssymbol R € L und allea € M™ gilt: R (a) =
RN (a(a))

(b) Ist o injektiv und gilt in (¢) sogar RM(a) < RN (a(a)), so nennt man « eine
(L-)Einbettung von M nach N. (Man kann dann M als Teilmenge von N
auffassen.)

(c) Eine bijektive Einbettung a: M — N nennt man auch (L-)Isomorphismus.
Existiert ein (L-)Isomorphismus von M nach N, so nennt man M und N
(L-)isomorph.

(d) Finen (L-)Isomorphismus von M nach M nennt man auch (L-)Automorphismus
von M. Notation fir die Menge alle L-Automorphismen: Autr,(M).

(e) Ist M C N wund ist die Abbildung M — N, m — m Einbettung von M nach
N, so nennt man M eine Unterstruktur von N und N eine Oberstruktur
oder Erweiterung von M. Notation dafiir: M Cp N.

Bemerkung: Ein bijektiver L-Homomorphismus ist ein L-Isomorphismus genau dann,
wenn die Umkehrabbildung auch ein L-Homomorphismus ist.

Beispiel 1.3.3 Fasst man Gruppen als Lg.,-Strukturen auf, so entspricht Defi-
nition 1.5.2 den tblichen Begriffen: Ein Gruppenhomomorphismus das selbe wie
ein Lgp-Homomorphismus, ein Gruppenisomorphismus ist das selbe wie ein Lgrp-
Isomorphismus, und eine Untergruppe ist das selbe wie eine Lgyp-Unterstruktur.

Analoges gilt fiir Ringe und Korper in der Sprache Lying und fiir K - Vektorrdume in
der Sprache Ly vr aus Beispiel 1.1.7.

Bemerkung 1.3.4 (a) Ist a: M — N ein L-Homomorphismus, ¢(x) eine ato-
mare L-Formel und a € M™, so gilt die Implikation M = ¢(a) = N E
¢(afa)). )

(b) Ist a eine L-Einbettung, so hat man sogar eine Aquivalenz: M = ¢(a) &
N |= ¢(a(a)).



(¢c) Ist« ein L-Isomorphismus, so gilt die Aquivalenz sogar fiir beliebige L-Formeln
() (statt nur fir atomare ¢(z)).

(d) Insbesondere bilden L-Automorphismen einer Struktur M L-definierbare Teil-
mengen X C M" auf sich selbst ab.

1.4 Theorien

Definition 1.4.1 (a) Eine L-Theorie ist eine (beliebige) Menge T von L-Aus-
sagen. Die Aussagen in T nennt man manchmal auch die Axiome von T.
(b) Eine L-Struktur M nennt man Modell einer L-Theorie T, wenn fir alle
¢ €T gilt: M = ¢. Notation dafir: M =T.

Beispiel 1.4.2 Es gibt eine Lgp-Theorie, deren Modelle genau die Gruppen sind
(siehe Beispiel 1.2.5); diese Theorie nennt man die Theorie der Gruppen. Ana-
log definiert man die Theorie der abelschen Gruppen (in der Sprache Lagyp),
der Ringe (in Lying), der Kérper (in Lyng), der angeordneten Mengen (in
Lora), ete.; ist K ein Kdorper, so existiert auch eine Lyx.yr-Theorie der K-
Vektorraume.

Beispiel 1.4.3 Es gibt eine Ly-Theorie der unendlichen Mengen, d. h. deren
Modelle genau die unendlichen Mengen sind.

Beispiel 1.4.4 Es gibt eine Lying-Theorie der algebraisch abgeschlossenen
Kérper. Diese Theorie nennt man ACF.”

Definition 1.4.5 (a) FEine L-Theorie T heifit konsistent, wenn sie ein Modell
besitzt (d.h. wenn es eine L-Struktur M gibt mit M |= T); sonst heifst T
inkonsistent.

(b) Zwei L-Theorien Ty und Ty heiffen dquivalent (Notation: Ty = Ty ), wenn sie
die gleichen Modelle besitzen (d. h. wenn fir jede L-Struktur M gilt: M =T,
gdw. M |=T).

(¢) Eine L-Aussage ¢ folgt aus einer L-Theorie T (Notation dafir: T = ¢),
wenn ¢ in jedem Modell von T wahr ist (d. h. wenn fir jede L-Struktur M
mit M =T gilt: M = ¢).

Bemerkung: Oft werden wir zwischen dquivalenten Theorien nicht unterscheiden.

Lemma 1.4.6 Fiir eine L-Theorie T sind dquivalent:

(a) T ist inkonsistent.
(b) Fir alle L-Aussagen ¢ gilt T |= ¢.

() TE L.

7ACF steht fiir algebraically closed fields.




(d) Es gibt eine L-Aussage ¢ mit T |= ¢ und T |= —¢.

Definition 1.4.7 FEine L-Theorie T heifit vollstdndig, wenn fir jede L-Aussage
¢ entweder T' = ¢ oder T |= —¢ gilt (aber nicht beides). Eine Vervollstindigung
einer konsistenten Theorie T’ ist eine vollstindige Theorie T", die T  enthdlt.

Definition 1.4.8 Ist M eine L-Struktur, so ist die Theorie von M die Menge
aller L-Aussagen, die in M wahr sind:

Th(M) := {¢ L-Aussage | M = ¢}.

Manchmal schreiben wir auch Thy (M), um deutlich zu machen, in welcher Sprache
wir arbeiten.

Bemerkung: Th(M) ist vollsténdig.

Definition 1.4.9 Zwei L-Strukturen M und N heiffen elementar dquivalent
(Notation dafiir: M =N oder M =1 N'), wenn Th(M) = Th(N) gilt.

Lemma 1.4.10 Fir eine L-Theorie T sind dquivalent:

(a) T ist vollstindig.
(b) T ist konsistent, und alle Modelle von T sind elementar dquivalent.
(c) Es gibt eine L-Struktur M, so dass T dquivalent zu Th(M) ist.

Definition 1.4.11 Sei T eine L-Theorie. Zwei L-Formeln ¢1(z) und ¢2(z) heiffen
dquivalent modulo T, wenn gilt: T |= Va: ($1(z) < ¢2(x)). Im Fall T = () sagt
man einfach nur ,¢1(z) und ¢2(z) sind dquivalent”.

Bemerkung: Das ist dquivalent zu: Fiir alle Modelle M = T gilt: ¢1(M) = ¢o(M).

1.5 Ausflug: der Hilbertkalkiil

Sei L eine Sprache.
In diesem Abschnitt miissen wir den Formelbegriff etwas prézisieren:

e Wir verwenden eine etwas andere Konvention fiir die Definition einer Formel
als in Definition 1.2.1: Statt ,,Jy: ¢* als Formel zu definieren, definieren wir
»Vy: ¢ als Formel, und wir fassen ,,3y: ¢* als Abkiirzung fiir ,—Vy: —¢* auf.

e ¢ — 1 soll eine Abkiirzung fiir —(¢ A =) sein.

Definition 1.5.1 Fine Tautologie ist eine L-Aussage, die in jeder L-Struktur gilt.

10



Lemma 1.5.2 Die folgenden L-Aussagen sind Tautologien; hierbei sind ¢, 1 und
x L-Formeln (in den angegebenen Variablen), und t ist ein L-Term.

(a) =L.

(b) Va: ((¢(z) = (b(z) = x(2)) — ((6(2) = ¥(z) = (d(z) = x(2))))
(c) Vz: (p(x) — (¥(z) = (P(z) AY(z))))

(d) Vz: ((p(z) A(z) — ¢(2))

(e) Va: ((p(z) A(x) — ¥(z))

(f) Va: ((¢(z) = () — (W) = —d(2)))

(8) Vo : (Vyo(z,y) — oz, t(z)))

(h) Vz: (¢(z) — Yyo(z))

(i) vz : (Vy(o(zy) = v(z,y) = Vyolz,y) — Yy (¥(z,y)))
() Vy:y=y

(k) Vz,y,2: (y=2 = (d(z,y,2) = o(z,9,9)))

Lemma 1.5.3 (Modus Ponens) Ist T eine L-Theorie und sind ¢(z), ¥(z) L-

Formeln mit T |EVa: ¢(x) und T |=Va: (¢(z) = ¥(x)), so gilt T = Va: ().

Definition 1.5.4 Sei L eine Sprache und T eine L-Theorie. Wir definieren wie
folgt, wann eine L-Aussage ¢ aus T herleitbar ist (Notation dafir: T |~ ¢):

(a) Jede Aussage in T ist aus T herleitbar.

(b) Jede Tautologie aus Lemma 1.5.2 ist aus T herleitbar.

(c) Sind ¢ und 1p L-Aussagen, die sich nur darin unterscheiden, dass die Varia-
blen umbenannt wurden, und gilt T |~ ¢, so gilt auch T |~ 1.

(d) Modus Ponens: Gilt T | Vz: ¢(x) und T | Vz: (¢p(z) — ¥(z)) (fir L-
Formeln ¢(x), ¥(zx)), so gilt auch T |~ Vz: ().

Genauer: Fine Aussage ist aus T herleitbar, wenn sie sich in endlich vielen Schritten
der obigen Form erhalten lisst.’

Satz 1.5.5 Fir L-Theorien T und L-Aussagen ¢ gilt: T = ¢ <~ T |~ ¢,
Die Richtung = ist der Godelsche Vollstéandigkeitssatz.

Lemma 1.5.6 Fir eine L-Theorie T und L-Aussagen ¢ und @ gilt: T U {¢} P
V= Tho—y

Bemerkung 1.5.7 Gilt T |~ ¢, so ist die Herleitung von ¢ aus T endlich lang
und benutzt insbesondere nur endlich viele Aussagen aus T. Es existiert also eine
endliche Teilmenge Ty C T mit Ty |~ ¢. Mit Satz 1.5.5 folgt daraus: Gilt T |= ¢, so
existiert eine endliche Teilmenge Ty C T mit Ty = ¢.

8Diese Definition von Herleitung nennt man einen Hilbertkalkiil.
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1.6 Ausflug: ZCF

Definition 1.6.1 Die Sprache der Mengenlehre ist Lyie = {€}, wobei € ein
zweistelliges Relationssymbol ist.

Notation 1.6.2 Wir verwenden wie tblich abkiirzende Notationen:

(a) = &y heifft ~x € y.

(b) z Cy heifftVz: (z€x — z€y)

(¢) Ny ist diejenige Menge z, fir die gilt: Vw: (w € z <= (w €x ANw € y))
(Bisher wissen wir weder, ob z existiert, noch ob z eindeutig ist.)

(d) Analog: z Uy, {y| ¢(y)}, P(z), 0, ...

Definition 1.6.3 Die naive Mengenlehre ist die €-Theorie mit den folgenden
Axiomen:

(a) Extensionalitdt:
Vo,o': (Vz: (z €z z€2)) > ax=1a)

(b) Komprehension: Fir jede Lyio-Formel ¢(z):
Jy: Vz: (z € y + ¢(2))

Bemerkung 1.6.4 Aus Komprehension folgt, dass die Mengen aus Notation 1.6.2
(c), (d) existieren, und aus Extensionalitit folgt, dass sie eindeutig sind.

Lemma 1.6.5 (Russelsche Antinomie) Die naive Mengenlehre ist inkonsistent.

Definition 1.6.6 Die Zermelo-Frinkel-Mengenlehre ist diec €-Theorie mit den
folgenden Aziomen; sie wird mit ZFC bezeichnet:”

(a) Extensionalitit:
Ve,o': (Vz: (z €z z€a)) wax=2a)
(b) Aussonderung: Fir jede Lyio-Formel ¢(z,w):
Vw,z: Jy: Vz: (z €y < (z €z A p(z,w)))
Informeller: {z € x | ¢(z,w)} existiert
(c) Potenzmenge:
Vo:Jy:Vz: (z €y« 2 C )
Informeller: P(x) existiert
(d) Ersetzung: Fir jede Lyio-Formel ¢(u, z, w):
Vw, z: (Vud='z: ¢(u,z,w)  —  Ty:Vz: (z €y Jus (u €z A d(u, 2,w)))
Informeller: Ist f eine definierbare Funktion (mit Paremtern w), und ist x
eine Menge, so existiert die Bildmenge {f(u) | u € x}.
(e) Vereinigung:
Vo: Jy:Vz: (z €y« Fw: (wEx Az € w))

9Das steht fiir Zermelo, Friankel und Choice; Choice bezieht sich auf das Auswahlaxiom, das
am Anfang noch nicht dabei war.
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Informeller: Ist x eine Menge von Mengen, so existiert deremn Vereinigung

Uwex w.
(f) Unendlichkeit:

Jz: (DETxAVzEx: 2U{z} €x)
(Dieses Aziom stellt sicher, dass mindestens eine unendliche Menge existiert.)
(g) Fundierung:
Ve:(z#0—3z€x:z2na=0)
(Dieses Aziom besagt insbesondere, dass keine Menge sich selbst enthdlt, dass
keine zwei verschiedenen Mengen sich gegenseitig enthalten, etc.)
(h) Auswahl:
va: ((0 gé e Ay Yy Exiyny =0) = Jw:Vy € z: Iz z € wNy)
Informeller: Ist x eine Menge disjunkter, nicht-leerer Mengen vy, so existiert
eine Menge w, die genau ein Element aus jedem y € x enthdlt.

Bemerkung: Aus Fundierung folgt insbesondere, dass sich keine Menge selbst ent-
halt.

Bemerkung 1.6.7 Man kann (fast) die gesamte Mathematik innerhalb eines Mo-
dells von ZFC ausfiihren, und (fast) alle Beweise lassen sich als formale Herlei-
tungen aus ZFC aufschreiben. Dazu missen nur alle mathematischen Objekte, mit
denen wir arbeiten wollen, geeignet als Mengen aufgefasst werden. Dies geht insbe-
sondere wie folgt:

e FEin Paar (z,y) wird aufgefasst als die Menge {{z},{z,y}}. (Man nennt das
auch ein Kuratowksi-Paar.)

e Eine Funktion f: a — b (fir Mengen a und b) wird aufgefasst als ihr Graph
(der eine Teilmenge von a x b= {(x,y) | z € a,y € b} ist).

e Die natiirlichen Zahlen werden wie folgt als Mengen aufgefasst: 0 = (§, 1 = {0},
2 = {0,1}, 3 = {0,1,2}, etc.; darauf aufbauend definiert man dann ganze,
rationale, reelle und komplexe Zahlen, etc.

o Auch die Begriffe aus dieser Vorlesung (Formeln, Theorien, formale Herlei-
tungen) lassen sich auf diese Art innerhalb von ZFC formalisieren. Zum Bei-
spiel ldsst sich auch der Gédelsche Vollstindigkeitssatz 1.5.5 ausdriicken und
aus ZFC herleiten.

2 Elementare Erweiterungen und der Kompaktheits-
satz

2.1 Ultrafilter, Ultraprodukte und der Satz von Y.o$

In dem gesamten Abschnitt sei I eine nicht-leere (Index-)Menge.
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Definition 2.1.1 FEin Ultrafilter auf I ist eine Teilmenge U C P(I), so dass fir
alle Jy,Jo C 1 gilt:

(a) Sind J1 €U und Jy €U, so ist auch JyNJy € U.

(b) Ist J; € U und Jy C Ja, so ist auch Jo € U.

(¢) Genau eine der Mengen Jy und I\ Jy liegt in U.

Die Mengen, die in U liegen, nennt man grof (beziglich U ), die anderen klein.

Bemerkung 2.1.2 Aus den Bedingungen folgt insbesondere, dass I groff und
klein ist.

Beispiel 2.1.3 Sei ig € I fest. Dann ist U :== {J C I | ig € J} ein Ultrafilter auf
1. Ultrafilter dieser Form nennt man Hauptultrafilter. Ultrafilter, die nicht diese
Form haben, nennt man freie Ultrafilter.

Satz 2.1.4 Sei A C P(I) so, dass je endlich viele Mengen aus A nicht-leeren
Schnitt haben. Dann existiert ein Ultrafilter U auf I, der A enthdlt.

Beispiel 2.1.5 Ist I unendlich, so erfillt A = {J C I | I\ J endlich} die Be-
dingung aus Satz 2.1.4. Es existiert also ein Ultrafilter, der A enthdlt; ein solcher
Ultrafilter ist frei.

Bemerkung: Auf dhnliche Weise kann man einen freien Ultrafilter konstruieren, der
auferdem eine vorgegebene unendliche Menge enthélt.

Von nun an sei (fiir den Rest von Abschnitt 2.1) U ein fester Ultrafilter auf I, und
groft und klein beziehen sich immer auf U.

Definition 2.1.6 (a) Ist (M;);cr eine Familie von nicht-leeren Mengen, so ist
das Ultraprodukt dieser Mengen M; (beziglich U) definiert als

M=]]M /U= (HMZ) /~

i€l el

wobei ~ definiert ist durch: (a;)icr ~ (a})icr genau dann, wenn {i € I | a; =
a;} grofs ist.
Wir schreiben ay € M fiir die Aquivalenzklasse von (a;)ier- Ista; = (@14, -, an,i) €
M} ein n-Tupel fir jedes i € I, so schreiben wir ayy = (a1, -+, any) € M"
fiir das entsprechende Tupel von Aquivalenzklassen.
(b) Ist auflerdem fir jedes i eine Teilmenge X; C M gegeben, so definieren wir
das Ultraprodukt Xy := [[, Xi/U als die Teilmenge von M"™, die gegeben ist
durch: ay; € 1], Xi/U genau dann, wenn die Menge {i € I | a; € X;} grof ist.

Lemma 2.1.7 In Definition 2.1.6 ist alles wohldefiniert, d. h.:
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(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Die Bedingung an a;; hdngt nicht vom Reprdsentanten (a;); ab.

Definition 2.1.8 Sei L eine Sprache und sei (M;);ecr eine Familie von nicht-leeren
L-Strukturen. Wir definieren das Ultraprodukt M = [, M;/U als die L-Struktur
mit der Grundmenge [[, M;/U und mit der folgenden Interpretation der Symbole
aus L; hierbei fassen wir Konstanten als 0-stellige Funktionen auf:

(a) Ist R € L ein Relationsymbol, so setze RM =[], RM: JU.
(b) Ist f € L ein n-stelliges Funktionssymbol, a, € M fir alle i und b; = f(a;),
so setze fM(ay,) == by.

Lemma 2.1.9 Dies ist wohldefiniert, d. h. in (b) hingt by nicht von der Wahl des
Reprisentanten (a;)icr von ay ab.

Satz 2.1.10 (Satz von Los) Sei weiterhin I eine nichi-leere Index-Menge, U ein
Ultrafilter auf I, L eine Sprache, (M,);cr eine Familie von nicht-leeren L-Strukturen
und M = [[, M; /U ihr Ultraprodukt. Sei auflerdem ¢(x) eine L-Formel und sei
a; € M firi € I. Dann gilt:

ME dlay) < {iel|M;l=¢(a;)} ist grop.

Korollar 2.1.11 Ist (M;);ecr eine Familie von Modellen einer Theorie T, so ist
auch ihr Ultraprodukt T, M;/U ein Modell von T.

Korollar 2.1.12 Ist T eine Theorie, die beliebig grofie endliche Modelle besitzt, so
besitzt T' auch unendliche Modelle.

Definition 2.1.13 FEin Ultraprodukt von lauter gleichen L-Strukturen M nennt
man auch eine Ultrapotenz von M. Man schreibt auch M! /U dafiir.

Bemerkung 2.1.14 Sei M eine L-Struktur und M* := M' /U eine Ultrapotenz
davon. Dann gilt:

(a) M* ist elementar dquivalent zu M.

(b) Wir kénnen (und werden) M als Teilmenge von M* auffassen, indem wir
jedes Element a € M mit ay € M* identifizieren, fir a; = a. (Aquivalent: Wir
nehmen o. E. an, dass ein Konstantensymbol fir a in L ist. Dann identifizieren
wir a mit a™".)

(¢) Ist I =N und U ein freier Ultrafilter, so ist M* 2 M.

Notation 2.1.15 Sei M eine beliebige Menge. Wir machen M zu einer L-Struktur
M in einer Sprache L, die aus sdmtlichen Konstanten in M, simtlichen Funktio-
nen f: M™ — M und samtlichen Relationen R C M™ (fiir alle n) besteht. Sei nun
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M* .= MY /U eine Ultrapotenz. Fiir f und R wie oben bezeichnen wir die Interpre-
tation von f in M* mit f*: (M*)" — M* und die Interpretation von R in M mit

Bemerkung 2.1.16 Mit diesen Notationen gilt. . .

(a) ...fir Funktionen f: M™ — M: f* ist eine Fortsetzung von f (d.h. f*|pn =
fi
(b) ...fiir Relationen RC M™: R= R*NM".

Lemma 2.1.17 Sei I =N und U ein freier Ultrafilter auf I.

(a) Fine Teilmenge A C M ist endlich genau dann, wenn A* = A ist.
(b) Ist Ag 2 Ay D ... eine absteigende Folge von Teilmengen von M, so ist
Mien Ai # 0 genau dann, wenn keine der Mengen Ay leer ist.

Beispiel-Anwendung 2.1.18 Wir wenden das Lemma auf M = N an. Dann gilt:

(a) N* enthdlt unendlich grofie Elemente a, d.h. a > k fir alle k € N. Es gilt
sogar: Alle Elemente von N* \ N sind unendlich grof.

(b) Eine Teilmenge A C N ist unendlich genau dann, wenn A* unendliche Ele-
mente enthdlt. Das bedeutet zum Beispiel, dass die Primzahlzwillingsvermu-
tung (die besagt, dass unendlich viele Primzahlzwillinge'® existieren) gilt ge-
nau dann, wenn in N* mindestens ein unendliches Primzahlzwillingspaar exi-
stiert.

Beispiel-Anwendung 2.1.19 Wir wenden das Lemma auf R an. Dann existieren
in R* = R /U infinitesimale Elemente a, d.h. es gilt: |a| < r fiir alle r € Rsq.
Wir betrachten eine Funktion f: R — R mit f(0) = 0. Dann gilt: f ist stetig bei 0
genau dann, wenn fir alle infinitesimalen a € R* gilt: f(a) ist infinitesimal.

2.2 Der Kompaktheitssatz

Satz 2.2.1 (Kompaktheitssatz) FEine L-Theorie T ist konsistent genau dann,
wenn jede endliche Teilmenge von T konsistent ist.

Korollar 2.2.2 Wenn eine L-Aussage ¢ aus einer L-Theorie T folgt, dann folgt ¢
schon aus einer endlichen Teilmenge von T .

Bemerkung 2.2.3 Sei L eine Sprache und sei X die Menge all derjenigen voll-
stindigen L-Theorien T, bei denen aus T |= ¢ bereits ¢ € T folgt.' Man kann X
als topologischen Raum auffassen, bei dem eine Teilmenge Y C X abgeschlossen

10Ein Primzahlzwilling ist ein Paar von Primzahlen p1, p2 mit ps = p1 + 1.
HWir stellen diese Forderung, damit in X nicht verschiedene aber #quivalente Theorien liegen.
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ist genau dann, wenn eine (moglicherweise unvollstindige) Theorie T existiert mit
Y ={T € X |T' CT}. Der Kompaktheitssatz besagt dann genau, dass X kompakt
15t.

Bemerkung zur Bemerkung: Wie in der Analysis hat man: Eine Teilmenge Y C X ist
abgeschlossen, wenn jeder Limes von Elementen aus Y wieder in Y liegt. . . wenn man
»Limes“ als ,,Ultraprodukt” interpretiert; also genauer: Eine Teilmenge Y C X ist
ageschlossen genau dann, wenn gilt: Sind (M;);c; L-Strukturen mit Th(M;) € Y,
und ist U ein Ultrafilter auf I, so ist auch Th(][,.; M;/U) € Y.

Beispiel-Anwendung 2.2.4 Auf jeder Menge existiert eine Ordnungsrelation.

Beispiel-Anwendung 2.2.5 (Satz von Ramsey) Seien C,m > 1 gegeben. Dann
ezistiert eine natirliche Zahl n mit folgender Figenschaft: Ist G ein vollstdndiger
Graph mit n Knoten, dessen Kanten mit C' Farben gefdrbt sind, so existiert eine
m-elementige Teilmenge H C G, so dass alle Kanten in H die gleiche Farbe haben.

Definition 2.2.6 Sei M eine L-Struktur, sei x ein Tupel von Variablen, und sei
Y. eine Menge von Formeln in xz. ¥ heifit endlich erfillbar (in M), wenn fir jede
endliche Teilmenge X9 C X ein a € M™ existiert, so dass fir alle ¢p(z) € Xg gilt:
M = ¢(a). Existiert ein a € M™, so dass M |= ¢(a) fir alle ¢p(z) € X gilt, so sagt
man a realisiert ¥ (und X ist in M erfiillbar oder realisiert).

Korollar 2.2.7 Sei M eine L-Struktur und % eine endlich erfillbare Menge von
L-Formeln. Dann ezistiert eine elementar dquivalente Struktur M’ = M, in der &
realisiert ist.

2.3 Elementare Erweiterungen

Definition 2.3.1 Seien M und N L-Strukturen.

(a) Fine Abbildung a: M — N heifit elementare Einbettung, wenn fir jede
L-Formel ¢(z) und jedes Tupel a € M™ gilt: M | ¢(a) genau dann, wenn
N E lala)).

(b) Ist M C N wund ist die Inklusionsabbildung von M nach N eine elementare
Abbildung, so nennt man M eine elementare Unterstruktur von N und
N eine elementare Erweiterung von M. Notation dafir: M < N (oder
M < ./\/)

Bemerkung: Anders ausgedriickt: Eine Unterstruktur M C A ist eine elementare
Unterstruktur, wenn fiir jede L-Formel ¢(z) und jedes Tupel a € M™ gilt: M |

d(a) <= N é(a).
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Bemerkung 2.3.2 (a) Fir L-Strukturen M C N gilt: M st eine elementare
Unterstruktur von N genau dann, wenn M =gy N gilt.
(b) Sind M und N L-Strukturen mit N }= Thp (M), so erhalten wir eine
natiirliche elementare Einbettung M — N

Beispiel 2.3.3 Ist M* = M /U eine Ultrapotenz einer L-Struktur M (die wir wie
in Notation 2.1.15 als Obermenge von M auffassen), so ist M* eine elementare
Erweiterung von M.

Bemerkung 2.3.4 Sei M eine L-Struktur und X eine endlich erfillbare Menge
von L-Formeln. Wenn man Korollar 2.2.7 in der Sprache L(M) anwendet, erhdilt
man eine elementare Erweiterung M’ = M, in der X realisiert ist.

Lemma 2.3.5 Jede unendliche L-Struktur M hat beliebig grofle elementare Er-
weiterungen, im Sinne von: Ist A eine beliebige Menge, so existiert eine elementare
Erweiterung N' = M, in die sich A injektiv einbetten lisst.

Lemma 2.3.6 Secien My C My C My L-Strukturen.

(a) Aus My < My und My < My folgt My < Ma.
(b) Aus My < My und M1 < Mo fOth Moy < M.

Satz 2.3.7 (Tarski-Test) Sei N eine L-Struktur. Fine Teilmenge M C N st
genau dann Trdager einer elementaren Unterstruktur von N, wenn fir jede L(M)-

Formel ¢(x) gilt: Wenn ein a € N ezistiert mit N = ¢(a), dann existiert schon ein
a €M mit N = o¢(d).

Satz 2.3.8 (Lowenheim-Skolem) Sei M eine unendliche L-Struktur. Dann exi-
stiert fir jede Kardinalzahl & > max{|L|,Ro} eine L-Struktur N der Kardinalitit x
mat:

(a) falls k > |M|: M <N (,Léwenheim-Skolem aufwirts)
(b) falls kK <|M|: N < M (,Léwenheim-Skolem abwdrts®)

Vorgriff: Wir werden demnéchst die Kardinalitit |A| von beliebigen (auch unendli-
chen) Mengen A definieren. Sie hat folgende Eigenschaften:

(a) Die Kardinalitét einer Menge ist eine Kardinalzahl. (Was das ist, werden wir
auch definieren.) Jede natiirliche Zahl ist eine Kardinalzahl. Die Kardinalitét
von abzdhlbaren Mengen wird mit Xy bezeichnet.

(b) |A] = |B| genau dann, wenn eine Bijektion zwischen A und B existiert.

(¢) |A| < |B| genau dann, wenn eine Injektion von A nach B existiert. Wenn A
nicht leer ist, ist das auch dquivalent dazu, dass eine Surjektion von B nach
A existiert.
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(d) Sind A und B Mengen, von denen mindestens eine unendlich ist, so gilt |A U
B| = max{|A|,|B|}. Sind beide Mengen nicht-leer, so gilt aufferdem |A x B| =
max{|A|, |B|}.

Lemma 2.3.9 Sei k > Nq eine unendliche Kardinalzahl und seien I und A; Men-
gen, firi e I, mit |I| <k und |A;| < & fiir allei € 1. Dann ist auch || J;c; As| < k.

Lemma 2.3.10 Ist L eine Sprache, so gibt es max{|L|, o} verschiedene L-Formeln
(bis auf Umbenennung der Variablen).

2.4 Vaughts Test und Anwendungen

Satz 2.4.1 (Vaughts Test) Sei T eine konsistente Theorie ohne endliche Model-
le. Wenn eine Kardinalzahl k > max{|L|,Ro} ezistiert, so dass alle Modelle von T
der Kardinalitdt k tsomorph sind, dann ist T wvollstandig.

Satz 2.4.2 Sei K ein Korper. Die Lk yr-Theorie der unendlichen K - Vektorrdume
1st vollstandig.

Satz 2.4.3 Sei p entweder O oder eine Primzahl. Die Theorie der algebraisch ab-
geschlossenen Korper der Charakteristik p ist vollstindig. (Diese Theorie wird mit
ACF,, bezeichnet.)

Definition 2.4.4 Seien Ky C K Kérper. Eine Teilmenge A C K heifit algebra-
isch abhdngig tber Ky, wenn ein Polynom f(z) € Kolz] \ {0} existiert und paar-
weise verschiedene ay,...,a, € A, so dass f(a1,...,a,) = 0 ist. Ist dies nicht der
Fall, so nennt man A algebraisch unabhdngig tiber K.

Bemerkung: Eine ein-elementige Menge {a} C K ist algebraisch unabhéngig iiber
Ky genau dann, wenn a transzendent tiber K| ist.

Satz 2.4.5 Seien Ky C K Kérper. Dann existiert eine tdber Ky algebraisch unab-
hdngige Menge A C K, so dass die Korpererweiterung K/Ky(A) algebraisch ist.

Definition 2.4.6 Sind Ky, K und A wie in Satz 2.4.5, so nennt man A eine Tran-
szendenzbasis von K tber Ky. Ist Ky der Primkérper von K, so nennt man A
auch einfach nur Transzendenzbasis von K.

Lemma 2.4.7 Sind Ko C K unendliche Kdrper und ist A eine Transzendenzbasis
von K dber Ky, so ist |K| = max{|Ky|,|A|}.
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Lemma 2.4.8 Seien Ky C K Kérper. Wir nehmen an, dass eine tiber Ky algebra-
isch unabhdingige Teilmenge A C K existiert, so dass K = Ko(A) ist. Dann ist K
und Ko((2a)aca) isomorph diber Ko.*?

Korollar 2.4.9 Seien K und K’ algebraisch abgeschlossene Korper, die einen ge-
meinsamen Unterkérper Ko besitzen und seien A C K und A C K’ Transzendenz-
basen von K bzw. K' iiber Ky. Ist |A| = |A’], so sind K und K' iber Ky isomorph.

Korollar 2.4.10 Sei ¢ eine Lying-Aussage. Dann sind dquivalent:

(a) Fs existiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K der Charakteristik 0 mit
K E ¢.

(b) Fir alle algebraisch abgeschlossenen Korper K der Charakteristik O gilt K =
0.

(¢) Es gibt algebraisch abgeschlossene Kiorper K beliebig grofer positiver Charak-
teristik mit K = ¢.

(d) Fiir alle abgeschlossenen Korper K hinreichend grofer positiver Charakteristik

gilt K |= .

Satz 2.4.11 Sei f: C" — C" eine injektive polynomiale Abbildung. Dann ist f
auch surjektiv.

3 Einschub iiber Mengen

3.1 Ordinalzahlen und das Zornsche Lemma

Konvention 3.1.1 (a) Wie wir in Lemma 1.6.5 gesehen haben, ist nicht jede
Zusammenfassung von mathematischen Objekten eine Menge. Mdchte man
trotzdem tiber solche Zusammenfassungen sprechen, so nennt man sie Klas-
sen.

(b) Eine Méglichkeit, den Begriff einer Klasse prizise zu machen ist: Fine Klasse
ist in Wirklichkeit eine Lyo(A)-Formel ¢(x) (fir eine beliebige Parameter-
menge A), aber man behandelt sie notationell wie eine Menge: Man schreibt
K = {z | ¢(z)} fir die Klasse, die der Formel ¢(x) entspricht; ,a € K*
bedeutet, dass ¢(a) gilt; ist K' :={a | ¢'(a)}, so steht K N K' fir die Klasse,
die durch ¢ A\ ¢' gegeben ist, und K C K’ bedeutet Va: (¢p(z) — ¢'(z)); ete.

(c) FEine Klasse, die keine Menge ist, nennt man auch eine echte Klasse.

(d) Wenn wir in ZFC arbeiten, fassen wir eine Funktion f: X — Y als Menge
auf, indem wir sie mit ihrem Graph identifizieren. Wenn X und/oder Y eine

12Erinnerung: Zwei Korper K, K’ mit einem gemeinsamen Unterkoérper Koy heifien isomorph
iiber K, wenn ein Isomorphismus K — K’ existiert, der auf Ky die Identitit ist.
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Klasse ist, machen wir dies auch; der Graph von f ist dann auch eine Klas-
se. Man nennt f dann manchmal eine klassengrofie Funktion oder auch
Funktional.

Bemerkung 3.1.2 (a) Der wichtigste Unterschied zwischen Mengen und Klas-
sen ist: Fine Klasse kann nicht Element einer Menge (oder einer anderen
Klasse) sein.

(b) Ist M eine Menge und K C M eine Klasse, so ist K auch eine Menge.
(c) Ist M eine Menge, K eine Klasse und f: M — K eine (klassengrofie) Bijek-
tion, so ist auch K eine Menge.

Definition 3.1.3 Fine Menge o heifst Ordinalzahl, wenn gilt:

(a) Fir alle € a ist § C a.
(b) Fiir alle 8,8’ € « gilt: B € 8" oder 8’ € 8 oder B =0".

Wir schreiben On fir die Klasse aller Ordinalzahlen. Fir o, € On definieren wir
dass a < B ist, falls a € 5 ist. Den Nachfolger einer Ordinalzahl o definieren wir
durch s(a) := aU{a}.

Lemma 3.1.4 Fir jede Ordinalzahl o gilt:

(a) Alle Elemente von « sind auch Ordinalzahlen. Insbesondere ist « = {8 € On |

B <a}l.
(b) s(a) ist auch eine Ordinalzahl.

Notation 3.1.5 (a) Wenn wir natirliche Zahlen wie in Bemerkung 1.6.7 als
Mengen auffassen (d. h. n wird mit {0, ...,n — 1} identifiziert), dann ist jede
natirliche Zahl eine Ordinalzahl. Wir werden auf diese Art N als Teilmenge
von On auffassen.

(b) Die Menge aller natiirilchen Zahlen wird auf diese Art auch eine Ordinalzahl.
Diese Ordinalzahl nennen wir w.

Definition 3.1.6 Fine Wohlordnung auf einer Menge oder Klasse M ist eine
Ordnungsrelation <, so dass jede nicht-leere Teilmenge oder Teilklasse A C M ein
Minimum besitzt. Wir sagen auch, M ist (durch <) wohlgeordnet.

Satz 3.1.7 On ist durch < wohlgeordnet.

Bemerkung 3.1.8 Aus Satz 3.1.7 folgt, dass On ist eine echte Klasse ist.

Bemerkung 3.1.9 Sei M eine Menge von Ordinalzahlen. Dann ist auch o =
Upenr B eine Ordinalzahl, und zwar das Supremum von M (d. h. o ist die kleinste
Ordinalzahl mit o > 8 fir alle § € M ).
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Definition 3.1.10 Fine Ordinalzahl o # 0 nennt man Nachfolger- Ordinalzahl,
wenn a = s(B) fir ein B € On ist; sonst nennt man o Limes-Ordinalzahl. (0 ist
weder Nachfolger noch Limes.)

Bemerkung: Eine Ordinalzahl a > 0 ist Limes-Ordinalzahl genau dann, wenn o =

Uﬁ<a 3 ist.

Satz 3.1.11 (Transfinite rekursive Definition) Eine Funktion f: On — M
(fiir eine beliebige Menge oder Klasse M) lisst sich eindeutig dadurch charakte-
risieren, dass man fir jede Ordinalzahl o angibt, was f(a) sein soll, wenn f(5)
bereits fir alle B < « festgelegt sind.

Der Satz lasst sich wie folgt formaler formulieren: Wir nehmen an, dass fiir jede
Ordinalzahl « eine Funktion h,: Abb(a, M) — M gegeben ist. Dann existiert
genau eine Funktion f: On — M, so dass fiir alle o € On gilt: f(a) = ha(fla).

Satz 3.1.12 Jede wohlgeordnete Menge (M, <) ist zu genau einer Ordinalzahl ord-
nungsisomorph, d.h. es existiert genau eine Ordinalzahl o, so dass eine ordnungs-
erhaltende Bijektion M — « existiert. Dieser ordnungsisomorphismus ist auferdem
eindeutig.

Satz 3.1.13 (Wohlordnungssatz) Jede Menge steht in Bijektion zu einer Ordi-
nalzahl. Insbesondere gibt es auf jeder Menge eine Wohlordnunyg.

Satz 3.1.14 (Zornsches Lemma) Ist (M, =) eine nicht-leere partiell geordnete
Menge, so dass jede Kette eine obere Schranke besitzt, so besitzt M ein Mazximum.

3.2 Kardinalzahlen
Definition 3.2.1 (a) Die Kardinalitdt |M| einer Menge M ist die kleinste Or-

dinalzahl o, so dass es eine Bijektion zwischen M und o gibt.
(b) Fine Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl o, fiir die |a] = a gilt.

Bemerkung: Unendliche Nachfolgerordinalzahlen sind keine Kardinalzahlen.

Satz 3.2.2 Fir Mengen M, M’ gilt |M| < |M’| genau dann, wenn eine Injektion
M — M’ existiert.

Korollar 3.2.3 Fiir beliebige Mengen M, M’ gilt:

(a) In mindestens eine Richtung (M — M’ oder M’ — M) existiert eine Injekti-
on.
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(b) Euxistiert in beide Richtungen eine Injektion, so existiert auch eine Bijektion
M — M.

Korollar 3.2.4 Fiir nicht-leere Mengen M, M’ gilt |M| < |M’| genau dann, wenn
eine Surjektion M’ — M existiert.

Lemma 3.2.5 Fir jede Menge M gilt: |P(M)| > |M]|.

Lemma 3.2.6 Ist M eine Menge von Kardinalzahlen, so ist auch |J,.c ), k = sup M
eine Kardinalzahl.

Definition 3.2.7 Fiir unendliche Kardinalzahlen verwendet man die folgende No-
tation: Fir Ordinalzahlen o definieren wir rekursiv: R, ist die kleinste unendliche
Kardinalzahl, die grofer ist als Rg fir alle 8 < a. (Insbesondere ist Ro die kleinste
unendliche Kardinalzahl, also Rg = w.)

Bemerkung 3.2.8 Fiir Limes-Ordinalzahlen X\ gilt: Xy = Uﬁ<>\ Ng.

Definition 3.2.9 Seien M, N disjunkte Mengen mit Kardinalititen |M| = &, |[N| =
w. Wir definieren.:

(a) K+ p:=|MUN|

(b) kK-p:=|M x N|

(c) K" :=|Abb(N,M)|
Beispiel 3.2.10 |R| = 2% = Rf°.

Satz 3.2.11 Fir unendliche Kardinalzahlen &, gilt: £+ pu = & - pp = max{x, p}.

. ,il(se){y
— %\Q
S

Bemerkung 3.2.8% Die Kontinuumshypothese 2% = R “ lisst sich in ZFC
weder beweisen noch widerlegen.

Definition 3.2.8 Die von-Neumann-Hierarchie V,,, fir o € On ist wie folgt
definiert: Vo := 0; V(g := P(Vj); und fiir Limes-Ordinalzahlen A: Vy == Jg_y Va.

Satz 3.2.5 U Vi ist die Klasse aller Mengen.

acOn
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Definition 3.2.7%& Fine Kardinalzahl k heiffit stark unerreichbar, wenn gilt:

(a) k> w
(b) Fiir alle p < k gilt 2* < k.
(¢) Ist M C K mit |M| < &, so ist sup M < k.

Satz 3.2.8 Ist k stark unerreichbar, so ist V,. ein Modell von ZFC.

4 Quantorenelimination und Anwendungen

4.1 Quantorenelimination

Sei L eine Sprache.

Definition 4.1.1 (a) Erinnerung: Eine atomare Formel ist eine Formel der
Form (i), (%) oder (iii) aus Definition 1.2.1 (b).
(b) Ein Literal ist eine Formel die entweder atomar ist oder die Negation einer
atomaren Formel ist.
(¢) Eine quantorenfreie Formel ist eine Formel, in der keine Quantoren vor-
kommen, die also in Definition 1.2.1 (b) nur (i)—(v) verwendet.

Eine Formel, die sich durch Negation und Konjunktion'? aus anderen Formeln er-
gibt, nennt man auch eine boolsche Kombination dieser anderen Formeln. Eine
Formel ist also quantorenfrei genau dann, wenn sie eine boolsche Kombintation von
atomaren Formeln ist.

Bemerkung 4.1.2 Jede quantorenfreie Formel ¢(x) ist dquivalent zu einer Formel

der Form
k1

ke
Novi@ v v o),

i=1
wobei jedes ¢y ;(z) ein Literal ist. (Dies nennt man eine disjunktive Normalform

von ¢(z).)

Bemerkung 4.1.3 Sei ¢(z) eine quantorenfreie L-Formel, sei a: M — N eine
Finbettung von L-Strukturen und sei a € M™. Dann gilt M = ¢(a) <= N [
¢(a(a)). Insbesondere gilt im Fall M CN: M | ¢(a) <= N E ¢(a).

Definition 4.1.4 Fine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination (oder ,elimi-
niert Quantoren®), wenn jede L-Formel ¢(x) modulo T zu einer quantorenfreien

13Ublicherweise erlaubt man auch Disjunktion, aber das ldsst sich ja auch mit Negation und
Konjunktion ausdriicken.
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L-Formel ¥(z) dquivalent ist, d.h. wenn gilt: T = Vz: (¢p(z) + ¥(x)). Eine L-
Struktur M hat Quantoren-Elimination, wenn ihre Theorie Th(M) Quantore-
nelimination hat.

Satz 4.1.5 Sei T eine L-Theorie. Wenn jede Formel ¢(z) der folgenden Form mo-
dulo T zu einer quantorenfreien L-Formel dquivalent ist, hat T Quantoren-Elimination:

é(x) = Jy: Y(z,y),

wobei Y (z,y) eine Konjunktion von Literalen ist und y in jedem der Literale vor-
kommd.

Beispiel 4.1.6 Sei L = {<} und sei DLO die Theorie der dichten linearen Ord-
nungen ohne Endpunkte, d. h. DLO besteht aus den folgenden L-Aussagen:

(a) < ist eine Ordnungsrelation.

(b) Vz,2': (z <2’ = Jy:z <y <z’
(¢) Va: y, vy <z <y

(d) Jz: —L.

DLO eliminiert Quantoren.

Beispiel 4.1.7 Sei L = Lz, U{<} und sei DOAG' die Theorie der nicht-trivialen
disisiblen angeordneten abelschen Gruppen, d. h. DOAG besteht aus den folgenden
L-Aussagen:

(a) 0,4, — definiert eine abelsche Gruppe.

(b) Die Gruppe ist nicht-trivial, d. h. Jz: x # 0.

(¢) Die Gruppe ist divisibel, d. h. fir jede natirliche Zahln > 1 gilt: Va: Jy: ny =
x.

(d) < ist eine Ordnungsrelation.

(e) Die Ordnungsrelation ist kompatibel mit der Gruppenverkniipfung, d. h. Vo, x'y: x <
¥ srt+y<a+y.

DOAG eliminiert Quantoren.

Beispiel 4.1.8 In der Sprache Lagp, hat Th(Z) keine Quantorenelimination, da
z. B. 27 nicht ohne Quantoren definierbar ist. Setzt man jedoch L := Lagp U {P, |
n > 2}, wobei P, ein Prddikat ist, das die Menge der durch n teilbaren Zahlen
definiert, so hat Thy(Z) Quantorenelimination.

Satz 4.1.9 Sei T eine konsistente L-Theorie mit Quantoren-Elinination. Wir neh-
men auferdem an, dass es eine L-Struktur A gibt (nicht notwendigerweise ein Mo-
dell von T), die sich in jedes Modell von T einbetten lisst. Dann ist T vollstindig.

14DLO steht fiir dense linear order.
15DOAG steht fiir divisible ordered abelian group.
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Beispiel 4.1.10 DLO und DOAG sind vollstindig.

Satz 4.1.11 Ist T eine L-Theorie mit Quantoren-Elimination, ist M ein Modell
von T, und ist M’ C M eine Unterstruktur, die auch ein Modell von T ist, so ist
M’ schon eine elementare Unterstruktur von M.

4.2 Ein Kriterium fiir Quantorenelimination

Sei weiterhin L eine Sprache.

Lemma 4.2.1 (Trennungslemma) Seien Ty, Ty L-Theorien. Wir nehmen an, dass
sich jedes Paar von Modellen My | T1, Ms = Ty durch eine quantorenfreie L-
Aussage g, My Htrennen® lisst, d. h. My = da, M, und Ma = = aqy M, Dann
existiert auch eine quantorenfreie L-Aussage ¢, die Ty und T ,trennt®, d.h. mit
T1 |: (b und T2 |: ﬁ¢.

Definition 4.2.2 Sei M eine L-Struktur und sei A C M. Die von A erzeugte
Unterstruktur (A);, von M ist die kleinste Unterstruktur von M, die A enthdlt:
(A)p = {tM(a) | t L-Term, a € A™}. Gilt (A);, = M, so sagt man, M ist von A
erzeugt. Fine Struktur M heifst endlich erzeugt, wenn sie von einer endlichen
Menge erzeugt ist.

Lemma 4.2.3 Seien My und My L-Strukturen und seien a; € M und a, € M3
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fir jede quantorenfreie L-Formel ¢(z) gilt: My |E ¢(a;) <= My = ¢(a,).
(ii) Es existiert ein Isomorphismus von {a,)r, nach {a,)r, der a; auf a, abbildet.

Satz 4.2.4 FEine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann, wenn fol-
gendes gilt:

Sind M1, Ms = T Modelle, Ay C M; und As C My endlich erzeugte Unter-
strukturen, a: Ay — As ein Isomorphismus und ist ¥(a,y) eine quantorenfreie
L(Ay)-Formel,'® so dass es ein by € My gibt mit My = 1(a,b1), so gibt es auch
ein by € M’ mit Ms = ¢(a(a),bs).

Auferdem reicht es, das Kriterium zu tberprifen, wenn v eine Konjunktion von
Literalen ist.

Korollar 4.2.5 FEine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann, wenn
folgendes gilt:

16Gemeint ist: 1(z,y) ist eine quantorenfreie L-Formel und a ist ein Tupel aus A;. (Dadurch
wird ¥ (a,y) zu einer L(A;)-Formel.)
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Sind My, Mo = T Modelle, sind A; C M; endlich erzeugte Unterstrukturen, ist
a: Ay — Ag ein Isomorphismus und ist by € My, so existiert eine elementare Er-
weiterung MY = Ma, so dass sich a zu einer Einbettung (Aq,b1), — MY} fortsetzen
ldsst.

Beispiel 4.2.6 Sei K ein Korper, Lx vr = {0,+,—} U {r- | r € K} die Sprache
der K -Vektorraume wie in Beispiel 1.1.7 und sei T' die Theorie der K - Vektorrdume,
die als Menge unendlich sind. Dann hat T Quantoren-Elimination.

Beispiel 4.2.7 Die Theorie ACF der algebraisch abgeschlossenen Kdrper (in der
Sprache Lying ) hat Quantoren-Elimination.

Beispiel 4.2.8 Wir erhalten auf diese Art einen (neuen) Beweis von:

(a) Fir jedes p € P U {0} die Theorie ACF, der algebraisch abgeschlossenen
Kérper der Charakteristik p vollstindig.

(b) Sind K C L algebraisch abgeschlossene Korper, so ist bereits L eine elemen-
tare Erweiterung von K.

Bemerkung 4.2.9 Wenn T Quantoren-Elimination hat und M;, A;, a wie in Ko-
rollar 4.2.5 sind, so kann den Isomorphismus « sogar zu einer Einbettung My —
M, fortsetzen, fiir eine geeignete elementare Erweiterung M = Ma.

4.3 Reell abgeschlossene Korper

Definition 4.3.1 Fin angeordneter Ring ist ein Ring R (in dieser Vorlesung:
kommutativ und mit 1) mit einer Ordnungsrelation <, so dass fir alle a,b,c € R
gilt:

(a) a<b=a+c<b+c
(b) a<bAc>0= ac < be.

Ein angeordneter Korper ist ein Korper, der ein angeordneter Ring ist. Wir
fassen angeordnete Ringe als Strukturen in der Sprache Loing := Lying U {<} auf.

Bemerkung 4.3.2 In angeordneten Ringen R gilt fir alle a,b € R:

(a) a >0 genau dann, wenn —a < 0.
(b) a® > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
(¢) ab> 0 genau dann, wenn a und b beide positiv oder beide negativ sind.

Lemma 4.3.3 Ist R ein angeordneter Ring, so ldsst sich die Anordnung auf ein-
deutige Weise auf den Briichekdrper Frac R fortsetzen.

Definition 4.3.4 Fin angeordneter Kdérper K heifst reell abgeschlossen, wenn
K(+/—1) algebraisch abgeschlossen ist.
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Bemerkung 4.3.5 Ist K reell abgeschlossen, so haben alle irreduziblen Polynome
in K[z] Grad 1 oder 2.

Lemma 4.3.6 Ein angeordneter Korper K ist reell abgeschlossen genau dann, wenn

(a) jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in K besitzt; und
(b) jedes positive Element von K eine Quadratwurzel in K besitzt.

Bemerkung 4.3.7 Auf reell abgeschlossenen Kéorpern ist die Ordnungsrelation be-
reits durch die Kérperstruktur festgelegt: Es gilt a > b genau dann, wenn a — b ein
Quadrat ist.

Definition 4.3.8 Sei RCF die Loing-Theorie der reell abgeschlossenen Kdrper.

Satz 4.3.9 Zu jedem angeordneten Kirper K existiert ein angeordneter Korper
L O K mit folgenden Figenschaften:

(a) L ist reell abgeschlossen.
(b) L/K ist eine algebraische Erweiterung.

Auferdem ist L durch K eindeutig festgelegt (bis auf ordnungserhaltenden Isomor-
phismus, der auf K die Identitdt ist).

Definition 4.3.10 Den Kérper L aus Satz 4.5.9 nennt man den reellen Ab-
schluss von K.

Satz 4.3.11 RCF hat Quantoren-Elimination.
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