Modelltheorie II — Blatt 7
Abgabe am 30.5.2024 in der Vorlesung oder im Ilias bis 10:30

Bitte geben Sie an, welche (Teil-) Aufgaben Sie geldst haben. (Sie kdnnen auch angeben, dass Sie manche Aufgaben partiell
gelost haben.)

Aufgabe 1 (3 Punkte):

Sei K ein bewerteter Korper, aufgefasst als Lry-Struktur. Zeigen Sie: I' U {00} ist eine imaginire Sorte,
und alles, was Lp-definierbar ist, ist auch Lgy-definierbar.

Anmerkung: Eine (kleine) Schwierigkeit besteht darin, die Ordnung auf I' zu definieren.

Aufgabe 2 (3 Punkte):

Zeigen Sie, dass eine Lyy-Theorie existiert, deren Modelle genau die bewerteten Korper sind. (Genau-
er: Eine Lyy-Struktur (K,RV,... rv) soll ein Modell der Theorie sein genau dann, wenn auf K eine
Bewertung existiert, so dass rv: K — RV die entsprechende Leittermstruktur ist.)

Aufgabe 3 (2 Punkte):

Wir fassen k((t)) als Lry-Struktur auf, wobei k ein Korper mit mehr als zwei Elementen ist. Zeigen Sie,
dass ac nicht definierbar ist.

Hinweis: Das kann man mit einem geeigneten Lry-Automorphismus von k((t)) machen.

Aufgabe 4 (3+5 Punkte):

(a) Auf dem vorigen Blatt haben Sie den Hahn-Kérper k(1)) kennengelernt (fiir einen Korper & und
eine angeordnete abelsche Gruppe T').
Zeigen Sie, dass k((t')) sphdrisch vollstindig ist, d.h. ist (B;);cr eine Kette von abgeschlossenen
Billen in K, so ist der Schnitt (),.; B; nicht leer.
Hinweis: Wenn a = 3 Jer Tyt im Schnitt liegen soll, legt jeder Ball B; die r, bis zu einer gewissen
Grenze fest. Kann man das zu einer einzigen Summe zusammensetzen, und hat die dann einen
wohlgeordneten Trager?

(b) Zeigen Sie jetzt: Jeder sphérisch vollstindige bewertete Korper K ist bereits henselsch, d.h. sind
f € Oklz] und a € Ok mit v(f(a)) > 0 und v(f'(a)) =0, so existiert ein b € Ok mit f(b) =0 und
v(b—a)>0.

Wenn Sie mochten, konnen Sie dem folgenden Plan folgen:
(i) f'(a’) =0 fiir alle a’ € k[[t"]] mit v(a’ —a) > 0.
(i) Sei A € I'sg. Existiert ein a’ € k[[t']] mit v(f(a’)) > A, so ist {c € k[[t']] | v(f(c)) > A} =
BZ)\(G/) = B)\.
(iii) ...und auBerdem existiert ein a” € B>y(a’) mit v(f(a”)) > A
(iv) Sei nun A C I' die Menge der A, so dass ein o’ wie in (b) existiert (so dass also insbesondere Bjy
definiert werden kann). Zeigen Sie, dass der Schnitt (), B nicht leer ist. Wenn b in diesem
Schnitt liegt, was besagt v(f(b)) dann iiber A?
(v) Zeigen Sie andererseits (mit Hilfe von (iii)), dass A kein Maximum hat. (Wenn Sie das Gefiihl
haben, einen Widerspruch zu (iv) bekommen zu haben, iiberlegen Sie nochmal, was fiir ein b
wir eigentlich haben wollen.)
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