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Wie iiblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (2++1+342+1+1 Punkte):
Sei K ein Korper.

Ein affiner Raum tiiber K ist, anschaulich ausgedriickt, ein ,, K-Vektorraum, bei dem man vergessen hat, welches der
Nullvektor ist*. Formal definieren wir, dass ein affiner Raum ein K-Vektorraum V ist, aufgefasst als Struktur in der
Sprache Lx arr = {f}U{g, | r € K}, wobei:
e f ist ein drei-stelliges Funktionssymbol, mit fV (vg, v1,v2) = v1 + v2 — vp.
e Jedes g, ist ein zwei-stelliges Funktionsymbol, mit g¥ (vg,v1) = vo + 7 - (v1 — vp).
(a) Zeigen Sie: Eine Ly app-Struktur V ist ein affiner Raum {iber K genau dann, wenn fiir jedes u € V' gilt: V' wird
zu einem K-Vektorraum, mit vq 4+ vg := f(u,v1,v2) und r - vy := g.(u, v1).
(Sie brauchen nicht alles im Detail nachzurechnen.)

(b) Folgern Sie, dass eine Lk _apr-Theorie existiert, deren Modelle genau die affinen Rdume tiber K sind.

Fiir den Rest der Aufgabe diirfen Sie annehmen, dass die Theorie INFAFF ; der unendlichen affinen Rdume iiber K
vollstandig ist und Quantoren-Elminiation hat.

Aufserdem nehmen wir fiir den Rest der Aufgabe an, dass V' ein Modell von INFAFF g ist.

(c) Die affine Hille (A)ag einer Teilmenge A C V ist definiert als die Menge der (endlichen) Summen der Form
Yo, ria; fiir beliebige a; € A und fiir r; € K, die > 7; = 1 erfiillen.
Zeigen Sie: Fiir A C V gilt: acl(A) = dcl(A) = (A) 5.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass atomare Formeln dquivalent sind zu Formeln der Form Y ., r;z; = 0, fiir
r; € K, die Y1, r; = 0 erfiillen.

(d) Zeigen Sie, dass V' streng minimal ist.

(e) Wenn V als Vektorraum n-dimensional ist, was ist dann die Dimension von V' als affiner Raum im Sinne der
modelltheoretischen Definition?
Anmerkung: Das ist moglicherweise nicht das, was man sich wiinschen wiirde.

(f) Bestimmen Sie die kleinste Dimension, die ein Modell von INFAFF g haben kann.
Anmerkung: Dies héngt (ein bisschen) von der Kardinalitit von K ab.

Aufgabe 2 (2+2+42 Punkte):
Sei M eine o-minimale Struktur.

(a) Ist X C M definierbar, so existieren nach Definition von o-Minimalitit —co =: ag < a1 < -+ < ap—1 < Gy 1= +00,
so dass fiir jedes i das Intervall (a;_1, a;) entweder vollstdndig in X oder vollstandig im Komplement M \ X liegt.
Zeigen Sie: Ist X A-definierbar, so konnen diese ay, ..., a,_1 bereits in dcl(A) gewédhlt werden.

(b) Sei f: M — M eine definierbare Funktion und sei a € M. Zeigen Sie, dass der linksseitige Grenzwert limy,_,,— f(b)
existiert (und analog dann natiirlich auch der rechtsseitige).
Anmerkung: Sie diirfen den Monotoniesatz verwenden.

(c) Sei f: M — M eine definierbare Funktion. Zeigen Sie, dass der Grenzwert limy_, 4o f(x) in M U{z+oo} existiert.
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