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Bitte drucken Sie diese Seite aus und verwenden Sie sie als Deckblatt fiir Ihre Lésungen.

Wie iiblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (2 Punkte):
Zeigen Sie ohne Verwendung der gddelschen Vollstdndigkeitssétze, dass fiir L-Theorien T" und fiir L-Aussagen ¢, v gilt:
T F ¢ — ¢ genau dann, wenn T U {¢} b ).

Aufgabe 2 (5 Punkte):

In der Vorlesung wurde das Axiom

(ql) Va: (Vy: (¢(z) = (z,y) & (o(z) = Vy: ¥(z,y)))

verwendet. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass statt dessen schon das Axiom

(al=) Va: (Vy: (o) = P(z,y) — (o) = Vy: P(z,y)))

gereicht hitte. Um es iibersichtlicher zu halten, sparen wir uns aber das ,,vVz*, d. h.:

Geben Sie einen formalen Beweis von

(al<) (Vy: (0 = ¥(y) <« (0= Vy: (y))

an (ausgehend von der leeren Theorie), wobei statt (q1) nur (q1—) verwendet werden soll.
Hier ist eine mogliche Anleitung:

o (ql+) folgt aus den beiden folgenden Aussagen:
(i) 7¢ = Vy: (¢ = ¥(y)) (Wenn ¢ falsch ist, ist die linke Seite von (ql<) wahr.)
(ii) Vy: ¢¥(y) = Vz: (¢ — ¢(2)) (Wenn Vy: ¢(y) wahr ist, ist die linke Seite von (ql+) wahr.)

e Um (ii) zu beweisen, kann man als Zwischenschritt das Folgende beweisen:
(iif) Vz: (Vy: ¢(y) = (6 = ¥(2)))-
e Der Beweis von (iii) verwendet

(iv) Vz: (Vy: o(y) = ¥(2)),

was man mit (q2) erhélt.

Aufgabe 3 (4 Punkte):

Sei L := Lying U {<} (wobei wie iblich < ein zweistelliges Relationssymbol ist). In dieser Aufgabe soll gezeigt werden,
dass es eine L-Struktur R gibt, die elementar &dquivalent zu R aber nicht isomorph zu R ist. Dabei darf der godelsche
Vollstandigkeitssatz (2.3.1 oder 2.3.4) verwerwendet werden.

(a) Sei L' := L U{c}, wobei ¢ ein neues Konstantensymbol ist. Sei T := Th(R)U{c > 1+---+ 1| n € N}. Zeigen
Sie, dass T konsistent ist. M
Hinweis: Benutzen Sie Lemma 2.3.5.

(b) Sei R ein Modell von T, das wir jetzt aber als L-Struktur auffassen. Zeigen Sie, dass R ist elementar dquivalent
zu R aber nicht isomorph zu R ist.

Aufgabe 4 (2+2+41 Punkte):

Wir versuchen, eine L,ijng-Theorie T zu konstruieren, deren Modelle genau die endlichen Koérper sind. Dazu setzen wir
T :={¢| ¢ gilt in allen endlichen Korpern}.

(a) Zeigen Sie, dass der Versuch missgliickt ist: 7" besitzt auch unendliche Korper als Modelle.
Anmerkung: Ein unendliches Modell von T" nennt man einen pseudo-endlichen Korper.
Hinweis: Zeigen Sie unter Verwendung von Lemma 2.3.5, dass die Theorie

T’ := T U{,Es gibt mindestens n verschiedene Elemente* | n € N}

konsistent ist.

(b) Zeigen Sie: Ist K ein pseudo-endlicher Korper mit char K # 2, so gibt es (mindestens) ein Element a € K, das
kein Quadrat ist (d.h. so dass es kein b € K gibt mit b? = a).
Hinweis: Finden Sie heraus, ob die Quadrier-Abbildung auf endlichen Kérpern der Charakteristik # 2 injektiv
und/oder surjektiv ist.

(¢c) Zeigen Sie: C ist nicht pseudo-endlich.
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