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Einfiihrung in die
Logik /Modelltheorie

1 Logik erster Stufe

1.1 Sprachen und Strukturen

Definition 1.1.1 FEine Sprache (oder Signatur) L besteht aus folgendem:
(a) einer Menge, die man die Konstantensymbole von L nennt;

(b) einer Menge, die man die Funktionssymbole von L nennt;
(¢) einer Menge, die man die Relationssymbole von L nennt;
(d) einer Funktion von der Menge der Funktionssymbole nach N>1 und einer

Funktion von der Menge der Relationssymbole nach N>1; man nennt dies
die Stelligkeit des entsprechenden Funktions-/Relationssymbols.

Notation 1.1.2 Ublicherweise schreibt man L als Vereinigung der drei Men-
gen.

Beispiel 1.1.3 e Die leere Sprache Ly = 0 (ohne Konstanten-, Funktions-
und Relationssymbole).

e Die Sprache der Gruppen in additive Schreibweise: Lagyp = {0,+,—},
wobei 0 ein Konstantensymbol ist, + ein zweistelliges Funktionssymbol
und — ein einstelliges Funktionssymbol.

e Die Sprache der Gruppen in multiplikativer Schreibweise: Lygrp = {1, -, _1},
wober 1 ein Konstantensymbol ist, - ein zweistelliges Funktionssymbol und
! ein einstelliges Funktionssymbol.

e Die Sprache der Ringe: Lying = Lagrp U{1, -}, wobei 1 ein Konstantensym-
bol ist und - ein zweistelliges Funktionssymbol.

e Die Sprache der angeordneten Mengen: Lorqa = {<}, wobei < ein zweistel-
liges Relationssymbol ist.

Definition 1.1.4 Sei L eine Sprache. Eine L-Struktur M = (M, ...) besteht
aus einer nicht-leeren Menge M und:
o fiir jedes Konstantensymbol ¢ aus L: ein Element ¢™;
o fiir jedes Funktionssymbol f aus L: eine Funktion f™M: M* — M, wobei ¢
die Stelligkeit von f ist;
e fiir jedes Relationssymbol R aus L: eine Teilmenge RM C M*, wobei ¢ die
Stelligkeit von f ist.
Man nennt M die Grundmenge von M und c™, fM und RM nennt man die
Interpretation von c bzw. f bzw. R in M.

Beispiel 1.1.5 Jede Menge ist eine Ly-Struktur. Jede (abelsche) Gruppe G
kann als Lagyp,-Struktur aufgefasst werden: G = (G,+9,-9,09). (Aber: Nicht
jede Lagrp-Struktur ist eine Gruppe.) Analog kann jeder Ring als Lying-Struktur
aufgefasst werden, etc.

Notation 1.1.6 Oft identifizieren wir eine Struktur M mit ihrer Grundmenge

M. AufSerdem schreiben wir fiir die Interpretationen der Symbole aus L statt
M, M und RM meist einfach nur ¢, f und R.



Beispiel 1.1.7 Sei K ein Kérper und sei L vgr = {0, 4+, —=}U{r- | r € K}, wo-
bei 0 ein Konstantensymbol ist, + ein zweistelliges Funktionssymbol, und — und
r- (fiir aller € K ) einstellige Funktionssymbole. Dann kann jeder K - Vektorraum
V eine Ly yr-Struktur V aufgefasst werden, wobei r-Y: V — V die Skalarmul-
tiplikation mit r ist.

Notation 1.1.8 Fiir Tupel verwenden wir die Notation x = (x1,...,%,). Ist
a: M — N eine Abbildung und a € M™, so schreiben wir a(a) fir das Tupel
(a(al)a EERE O[(CLn)) € N™.

Definition 1.1.9 Sei L eine Sprache und seien M = (M,...) und N = (N,...)
L-Strukturen.
(a) FEine (L-)Homomorphismus von M in N ist eine Abbildung oc: M —
N, so dass gilt:
(i) Fiir jedes Konstantensymbol ¢ € L gilt: a(c™M) = ¢V
(ii) Fir jedes n-stellige Funktionssymbol f € L und alle a € M™ gilt:
a(fM(a)) = N (ala))
(iii) Fir jedes m-stellige Relationssymbol R € L und alle a € M"™ gilt:
QERMﬁa(g)eRN
(b) Ist a injektiv und gilt in (c) sogar a € RM < a(a) € RN, so nennt man
a eine (L-)Einbettung von M in N.
(c) Eine bijektive Finbettung o: M — N nennt man auch (L-)Isomorphismus
(und man nennt M und N isomorph, wenn ein solches « existiert).
(d) Ist M C N und ist die Abbildung M — N, m — m Finbettung von M
in N, so nennt man M auch eine Unterstruktur von N und N eine
Oberstruktur oder Erweiterung von M. Notation dafir: M C N.

Beispiel 1.1.10 Fasst man Gruppen als Luygrp-Strukturen auf, so entspricht
Definition 1.1.9 den tblichen Begriffen: Ein Gruppenhomomorphismus das selbe
wie ein Lygp-Homomorphismus, ein Gruppenisomorphismus ist das selbe wie
ein Lmgrp-Isomorphismus, und eine Untergruppe ist das selbe wie eine Ligyp-
Unterstruktur.

Analoges gilt fiir Ringe oder Korper in der Sprache Lying und fiir K - Vektorrdume
in der Sprache Lk vr aus Beispiel 1.1.7.

1.2 Formeln und Aussagen

Im folgenden sei L immer eine Sprache.

Definition 1.2.1 Sei z = (x1,...,x,) ein Tupel von Variablen.
(a) Fin ,L-Term in z“ ist wie folgt definiert:
(i) Jede Variable x; ist ein L-Term in x.
(ii) Ist ¢ € L ein Konstantensymbol, so ist ¢ auch ein L-Term in x.
(iii) Sindty,...,ty L-Terme in z und ist [ ein {-stelliges Funktionssymbol
von L, soist f(t1,...,ts) ein L-Term in x.
(b) Eine ,L-Formel (erster Stufe) in x ist wie folgt definiert:
(i) Sind t1 und to L-Terme in x, so ist t; = to eine L-Formel in .
(ii) Sind tq,...,t; L-Terme in x und ist R ein £-stelliges Relationssymbol
von L, so ist R(t1,...,tp) eine L-Formel in x.
(iii) Ist v eine L-Formel in x, so ist auch — eine L-Formel in x.



(iv) Sind 11 und 9 L-Formeln in x, so ist auch (11 As) eine L-Formel

mx.
(v) Ist ¢ eine L-Formel in x1,...,%ny1, S0 ist ITpi1: 1 eine L-Formel
M Tl ..., Tn.

Genauer: Etwas ist ein L-Term bzw. eine L-Formel wenn es sich in endlich
vielen Schritten der Form (i)-(iii) bzw. (i)—(v) konstruieren ldsst.
(c) Ist ¢ eine L-Formel in x, so sagt man auch, x1,...,x, sind die freien
Variablen von ¢.
(d) Eine Formel ohne freie Variablen (also im Fall n = 0) nennt man auch
eine L-Aussage (erster Stufe).

Notation 1.2.2 Ist t ein L-Term in x, so schreibt man oft auch t(x) dafiir;
analog schreibt man ¢(x), wenn ¢ eine L-Formel in x ist.

Definition 1.2.3 Sei M eine L-Struktur, x ein n-Tupel von Variablen und
a€c M".
(a) Ist t(z) ein L-Term, so definiert man t(a) € M wie folgt:
(i) Fallst = x;:

t(a) = a;
(ii) Falls t = ¢ (fiir ein Konstantensymbol ¢ € L):
t(a) = M

(iil) Fallst = f(t1,...,te) (fiir ein £-stelliges Funktionssymbol f):
ta) = Mty (a), .. t(a)

(b) Ist ¢(z) eine L-Formel, so definiert man folgendermafen, ob ¢(a) wahr
(in M) ist; man sagt auch ,¢(a) gilt (in M)* oder ,a erfillt ¢ Als
Notation fir ¢(a) wahr in M verwendet man ,M = ¢(a)*

(i) Falls ¢(z) = t1(z) = t2(z):
M = ¢(a) genau dann, wenn t1(a) = ta2(a) ist.

(ii) Falls ¢(z) = R(t1(z), - ., te(2)):
M = ¢(a) genau dann, wenn (t1(a),. .. te(a)) € RM ist.

(iii) Falls ¢(z) = ~(z):
M = ¢(a) genau dann, wenn M = (a) (d. h. wenn ¢ (a) nicht wahr
in M ist).

(iv) Falls ¢(z) = ¢1(z) A2 (z)-
M = ¢(a) genau dann, wenn sowohl M = ¢1(a) als auch M =
V2(a).

(v) Falls ¢(z) = Jy: ¥(z,y):
M E ¢(a) genau dann, wenn es einb € M gibt, so dass M = ¥(a,b).

(c) Ist ¢ eine Aussage, so schreibt man ,M = ¢* falls ¢ wahr in M ist.

Beispiel 1.2.4 Ist ¢ die N-Verkniipfung aller Gruppenaxiome, ausgedriickt in
der Sprache Liygrp, so gilt fir Lygep-Strukturen M: M ist eine Gruppe genau
dann, wenn M |= ¢.

Analoges gilt fiir abelsche Gruppen, Ringe, Kérper, angeordnete Mengen, etc.

Notation 1.2.5 Bei Formeln verwenden wir oft abkiirzende oder intuitive No-
tationen, z. B.:

1 V e bedeutet —(—tby A —1hs)

o Vy: ¢(L y) bedeutet _'Ely: ﬂﬁ(&, y)
o ty £ ty bedeutet —t; = to.
e Jyi,ys: ... bedeutet Jyp: ys: ...



Funktionssymbole, die Verkniipfungen darstellen, werden ,wie iblich“ ge-
schrieben, also z. B. ,a + b“ statt +(a,b).

Klammern werden nach Bedarf verwendet (z. B. (a+b)-c fir -(+(a,b),c))
¢ — 1 bedeutet = V .

@ < Y bedeutet (¢ — ) A (Y — @)

T steht fiir eine Aussage, die immer wahr ist, z. B. firVz: © = x.

L steht fiir eine Aussage, die nie wahr ist, z. B. fir —T.

Wenn eine Sprache 1 und + enthdlt, schreiben wir 2 statt 1 + 1, 3 statt
14+1+1, ete.

Wenn eine Sprache - enthdlt, schreiben wir x? statt x-x, x° statt -z - x,
etc.

Sind ¢1, ..., ¢n L-Formeln, so setzen wir

n

\ ¢i=¢1V---Vo,

i=1
und

N di=d1 A A
i=1

(Im Fall n = 0 setzen wir \/?:1 ¢; =L und /\?:1 pi=T.)

Lemma 1.2.6 Sein € N. Ist ¢(z,y) eine L-Formel, so gibt es eine L-Formeln

in T,

(a)
(b)
()

die folgendes ausdriicken:

Es gibt mindestens n verschiedene y, so dass ¢(z,y) gilt.
Es gibt hichstens n verschiedene y, so dass ¢(x,y) gilt.
Es gibt genau n verschiedene y, so dass ¢(x,y) gilt.

Notation 1.2.7 Fiir die Formeln aus dem vorigen Lemma schreiben wir 32"y : ¢(z,y),
3="y: o(z,y) und I7"y: d(z,y).

1.3

Theorien

Definition 1.3.1 (a) Eine L-Theorie ist eine (beliebige) Menge von L-Aus-

(b)

sagen.
Eine L-Struktur M nennt man Modell einer L-Theorie T, wenn fiir ¢ €
T gilt: M |= ¢. Notation dafiir: M =T.

Beispiel 1.3.2 Es gibt eine Lyg:p-Theorie, deren Modelle genav die Gruppen

sind;

diese Theorie nennt man die , Theorie der Gruppen®. Analog definiert

man die Theorie der abelschen Gruppen, der Ringe, der Korper, der
algebraisch abgeschlossenen Koérper, der Vektorridume, etc.

Definition 1.3.3 (a) Eine L-Theorie T heifit konsistent, wenn sie ein Mo-

(b)

dell besitzt (d.h. wenn es eine L-Struktur M gibt mit M |= T); sonst
heifst T inkonsistent.

Zwei L-Theorien Ty und Ty heiflen dquivalent (Notation: Ty = Ty ), wenn
sie die gleichen Modelle besitzen (d. h. wenn fir jede L-Struktur M gilt:
Eine L-Aussage ¢ folgt aus einer L-Theorie T (Notation dafir: T |= ¢),
wenn ¢ in jedem Modell von T wahr ist (d. h. wenn fir jede L-Struktur
M mit M =T gilt: M = ¢).



Lemma 1.3.4 Fiir eine L-Theorie T sind dquivalent:

(a) T ist inkonsistent.
) Fiir alle L-Aussagen ¢ gilt T |= ¢.

(b

() TE L.

(d) Es gibt eine L-Aussage ¢ mit T |= ¢ und T = —¢.
Definition 1.3.5 Fine L-Theorie T heifit vollstandig, wenn fir jede L-Aussage
¢ entweder T |= ¢ oder T = —¢ gilt (aber nicht beides).

Definition 1.3.6 Ist M eine L-Struktur, so ist die Theorie von M die Menge
aller L-Aussagen, die in M wahr sind:

Th(M) := {¢ L-Aussage | M = ¢}.

Definition 1.3.7 Zwei L-Strukturen M und N heifien elementar dquivalent
(Notation dafir: M =N ), wenn Th(M) = Th(N) gilt.

Lemma 1.3.8 Fiir eine L-Theorie T sind dquivalent:
(a) T ist vollstindig.
(b) T ist konsistent, und alle Modelle von T' sind elementar dquivalent.
(c) Es gibt eine L-Struktur M, so dass T édquivalent zu Th(M) ist.

Definition 1.3.9 Sei T eine L-Theorie. Zwei L-Formeln ¢1(x) und ¢a(z) hei-
Ben dquivalent modulo T, wenn gilt: T = Vz: (¢p1(z) < ¢2(z)). Im Fall
T = 0 sagt man einfach nur ,¢1(x) und ¢2(x) sind dquivalent*.

2 Der Godelsche Vollstandigkeitssatz

Wenn nicht anders angegeben sei im folgenden L immer eine (beliebige) Sprache.

Definition 2.0.1 Fine L-Aussage ¢ heifst Tautologie, wenn sie in allen L-
Strukturen gilt (d. h. wenn ¢ dquivalent zu T ist).

2.1 Aussagenlogik

Definition 2.1.1 Sei P = (Py,...,P,,) ein Tupel von Variablen.
(a) Fine aussagenlogische Formel ® in P ist wie folgt definiert:
(i) T ist eine aussagenlogische Formel.
(ii) Jedes P; ist eine aussagenlogische Formel.
(iii) Sind ¥ und ¥’ aussagenlogische Formeln, so sind auch =V und AW’
aussagenlogische Formeln.

(b) Ist ® eine aussagenlogische Formel in P und sind ¢1(x),...,dm(x) L-
Formeln, so bezeichnet ®[¢1,...,dm|(x) die L-Formel, die man erhdlt,
indem man in ® jedes P; durch ¢; ersetzt.

Bemerkung 2.1.2 Sind in Definition 2.1.1 (b) ¢1,...,¢m € {T,L}, so ist
Dy, ..., Pm] dquivalent zu T oder zu L.

Definition 2.1.3 Fine aussagenlogische Tautologie ist eine aussagenlogi-
sche Formel ® in P = (Py, ..., P,,) mit der folgenden Eigenschaft: Fir beliebige
D1y oy Om €E{T, L} ist Plpq,...,0n] dquivalent zu T.

Lemma 2.1.4 Sei ® eine aussagenlogische Tautologie in P = (Pi,. .., Py,) und
seien 1 (x), . .., m(x) L-Formeln. Dann ist Va: Oy, ..., Y] eine Tautologie.



2.2 Der Hilbert-Kalkiil

Lemma 2.2.1 Die folgenden Aussagen (, Gleichheitsaxiome®) sind Tautolo-
gien:
(91) Vx:x =x
(92) Va,y: (z =y =y = 1)
(93) Va,y,z: (x =yAy=z—>x=2z)
(94) Va,y: (\;zi = yi = (R(z) < R(y)))
wobei z und y n-Tupel sind und R ein n-stelliges Relationssymbol ist.
(95) Vz,y: (N\;zi = yi = f(z) = f(y))

wobei x und y n-Tupel sind und f ein n-stelliges Funktionssymbol ist.

Lemma 2.2.2 Die folgenden Aussagen (, Quantorenaxiome®) sind Tautolo-
gien; hierbei sind ¢ und v L-Formeln und t ein L-Term; fiir x ist auch das leere
Tupel erlaubt.

(q0) Fx: T

(q1) Va: (Vy: (o(z) = ¥(z,y)) < (d(z) = Vy: P(z,y)))

(q2) Vz: (Vy: ¢(z,y) — ¢(z,t(z)))

Lemma 2.2.3 (Modus Ponens) Ist T eine L-Theorie und sind ¢(x), (x) L-
Formeln mit T |EVa: ¢(x) und T = Va: (¢(z) — ¥(x)), so gilt T | Va: ().

Definition 2.2.4 Sei T eine L-Theorie und ¢ eine L-Aussage. Fin formaler
Beweis von ¢ aus T ist eine (endliche) Folge (¢, ..., dn) von L-Aussagen mit
¢ = ¢n, so dass fiir jedes i < n gilt:
(a) ¢; ist eine der Tautologien aus Lemma 2.1.4, 2.2.1 oder 2.2.2, oder
(b) ¢; €T, oder
(¢) ,o; folgt per modus ponens aus friheren Aussagen des Beweises, d. h. es
gibt 4,k < i und Formeln ¢ (z) und 2(x) so dass gilt: ¢; = V: ¥1(x),
or =V (Y1(z) = a(z)) und ¢y = Va: ha(z).

Wir schreiben T F1, ¢ wenn es einen formalen Beweis von ¢ aus T gibt.

Bemerkung 2.2.5 Es gibt viele verschiedene Definitionen von formalen Be-
weisen. Definition 2.2.4 ist eine Variante des Hilbertkalkiils.

2.3 Der Vollstandigkeitssatz
Satz 2.3.1 (Godelscher Vollsténdigkeitssatz) T+ ¢ < T = ¢.

Definition 2.3.2 Wir nennen eine L-Theorie T formal konsistent wenn
THL L.

Lemma 2.3.3 Ist T eine L-Theorie und ¢ eine L-Aussage, so gilt T Fp ¢
genau dann, wenn T U {—¢} formal inkonsistent ist.

Satz 2.3.4 (Godelscher Vollsténdigkeitssatz, Version 2) FEine Theorie T
ist konsistent genau dann, wenn sie formal konsistent ist.

Lemma 2.3.5 Sei T eine L-Theorie, so dass jede endliche Teilmenge Ty C T
formal konsistent ist. Dann ist auch T formal konsistent.

Lemma 2.3.6 Ist T; (i € I) eine Kette von formal konsistenten L-Theorien,

s0 ist auch die Vereinigung | J;c; Ti formal konsistent.



Lemma 2.3.7 Sei T eine L-Theorie, ¢(x) eine L-Formel (v = (x1,...,2n)),
L' = LUC, wobei C eine Menge von Konstanten ist und cq,...,c, € C.
Dann gilt T Fr. ¢(c) genau dann wenn T b Vz: ¢(z). Insbesondere gilt fiir
L-Aussagen: T Frr ¢ gdw T Fp, ¢.

Definition 2.3.8 Sei L eine Sprache und sei C' die Menge der Konstantensym-
bole von L. Eine L-Theorie heifst Henkin-Theorie, wenn es fir jede L-Formel
o(x) (in einer freien Variablen x) ein ¢ € C gibt mit: T b (3z: ¢(x)) — ¢(c).

Lemma 2.3.9 Zu jeder formal konsistenten L-Theorie T gibt es eine Sprache
L' = LU{C}, wobei C eine Menge von Konstantensymbolen ist, und eine formal
konsistente L'-Theorie T', die eine Henkin-Theorie ist und T enthdlt.

Definition 2.3.10 FEine L-Theorie T heifst formal vollstdndig, wenn fiir alle
L-Aussagen ¢ entweder T b, ¢ oder T 1, ¢ gilt (aber nicht beides).

Lemma 2.3.11 Jede formal konsistente L-Theorie ist in einer formal vollstin-
digen L-Theorie enthalten.

Lemma 2.3.12 Sei T eine L-Theorie und C' die Menge der Konstanten von
L. Dann wird durch
c~cd = Tre=/(

eine Aquivalenzrelation auf C definiert. Auferdem gilt:
(a) Ist R ein Relationssymbol von L und ist ¢; ~ ¢}, so gilt T + R(c) gdw.
Tk R(c).
(b) Ist R ein Funktionssymbol von L und ist ¢; ~ ¢, so gilt T+ f(c) = f(c).

3 Mengenlehre

3.1 Die ZFC-Axiome

Definition 3.1.1 Die Sprache der Mengenlehre ist Ly, := {€}, wobei €
ein zweistelliges Relationssymbol ist. (Notation: x ¢ y heiffit ~x € y.)

Notation 3.1.2 Wir verwenden dbliche abkiirzende Notationen, z. B.:
x &y heifft ~x €y

x Cy heiffit:Vz: (z €x — z € y)

Vz € x: ¢(2) heifft: Vz: (z € x — ¢(2))

Jz € x: ¢(z) heifit: z: (z € x A ¢(2))

Definition 3.1.3 Die naive Mengenlehre ist die Lyio-Theorie bestehend aus
den folgenden beiden Aziomen (Extension und Komprehension).

Axiom 3.1.4 (Extension) Vz,z': (Vz: (z €z 2z €2') >z =2a)

Bemerkung 3.1.5 Ist M eine Lyio-Struktur, die das Extensionsaxiom erfillt,
so kinnen wir Elemente von M mit den entsprechenden Teilmengen von M
identifizieren. Die Elemente von M (bzw. die damit identifizierten Teilmengen
von M) nennen wir Mengen. Beliebige Teilmengen von M (die nicht notwen-
digerweise Elementen von M entsprechen) nennen wir Klassen.



Axiom 3.1.6 (Komprehension) Fir jede Lyjo-Formel ¢(z):
Jy:Vz: (z €y < ¢(2))

(Genauer gesagt handelt es sich bei der Komprehension um eine unendliche
Menge von Axiomen.)

Satz 3.1.7 (Russelsches Paradox) Die naive Mengenlehre ist (formal) in-
konsistent.

Definition 3.1.8 ZFC (die Theorie der Mengenlehre) ist die Lyi.-Theorie
bestehend aus dem obigen Extensions-Axiom und allen folgenden Aziomen (Aus-
sonderung, Potenzmenge, Ersetzung, Vereinigung, Auswahl, Unendlichkeit, Fun-
dierung).

Axiom 3.1.9 (Aussonderung) Fir jede Lyo-Formel ¢(z,w):
Vw,z: Jy: Vz: (z €y < (2 € 2 A P(2,w)))

Notation 3.1.10 Die Menge y aus dem Aussonderungsazxiom ist nach dem Ex-
tensionsaxiom eindeutig; wir werden abkiirzend {z € x | ¢(z,w)} dafir schrei-
ben. Auch fiir andere Mengen, deren Existenz aus diesem oder den folgenden
Axiomen folgt, verwenden wir die ibliche Notation.

Bemerkung 3.1.11 Insbesondere existiert die Schnittmenge x Nz’ = {z €
x | z € 2'}, die Differenzmenge x \ &' = {z € = | 2 ¢ 2'}, die leere Menge

0 ={ze€x|L}, und, fir nicht-leere Mengen x, der Schnitt (., .

Axiom 3.1.12 (Potenzmenge) Vz: Jy: Vz: (z €y <> 2 C x)
Notation: y = P(x).

Axiom 3.1.13 (Ersetzung) Fir jede Lyio-Formel ¢(u, z,w):
Vw,z: (YuId='z: ¢(u,z,w) —  Fy:Vz: (z €y Fu: (u€azAd(u,z,w)))

Notation: y = J, 12 | #(u, z,w)}.
Lemma 3.1.14 (In ZFC:) Sind x1,...,z, Mengen, so ist auch {x1,...,2,}
eine Menge.
Axiom 3.1.15 (Vereinigung) Vz: Jy: Vz: (z €y < Jw: (w Ex Az € w))

Notation: y =, ., 2

zZEX

Lemma 3.1.16 (In ZFC:) Sind x1,...,x, Mengen, so ist auch x1 U--- Uz,
eine Menge.

Definition 3.1.17 Wenn wir alle mathematischen Objekte als Mengen definie-
ren wollen, definieren wir das Paar (z1,22) als die Menge {{z1}, {21, 22}}.

Lemma 3.1.18 (In ZFC:) Mit der obigen Definition von Paar gilt:
(a) Sind z1,2z9 Mengen, so ist auch (z1,22) eine Menge.
(b) Fiir Mengen z1, 22, 21, 2 gilt: (21, 22) = (21, 24) genau dann, wenn z; = 2}
und zo = 2.
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(¢) Sind x1,29 Mengen, so ist auch x1 X o := {(21,22) | 21 € 21,22 € T2}
eine Menge.

Bemerkung 3.1.19 Danach kann man viele weitere Objekte als Mengen defi-
nieren, z. B.:
(a) (Zla teey Zn) = (Zl, (227 ( BN (zn—l,zn) T )))
Ty X o X Ty =21 X (T2 X (00 (X1 X Tp) - 0))
(b) Fine n-stellige Relation auf einer Menge x ist eine Teilmenge von x™ =
x X -+ x x. Die Klasse aller n-stelligen Relationen auf einer Menge x ist
—_———

selbs; wieder eine Menge.

(¢) Abbildungen werden wird mit ihrem Graph identifiziert, d. h. wir definieren
eine Abbildung von x nach ' als eine Teilmenge f C x X ', so dass es
fiir jedes z € x genau ein 2’ € o’ gibt mit (z,2') € f. Statt ,(z,2') € f*
verwenden wir dann aber die tibliche Notation f(z) = 2'.

Die Klasse Abb(x,2') aller Abbildungen von x nach ' ist eine Menge.

(d) Ein mit x indiziertes Tupel (u,),c. von Elementen u, € x' ist einfach
eine Funktion von x nach x’.

Ist (uy)zeo ein Tupel von Mengen u,, so existieren auch die Mengen

UzEx Uz, ﬂzEm Uz und

X u, ={f € Abb(z, Uuz)|Vz€:17: f(2) € us}

zZExT zEx

Axiom 3.1.20 (Auswahl) Vz: (0 ¢ 2 — X ,ep 2 7 0)

Definition 3.1.21 Wir definieren eine natirliche Zahl n als die Menge {m €
N |m <n}; also: 0:=0, 1:= {0} = {0}, 2 :={0,1} = {0, {0}}, etc. Auferdem
setzen wir s(x) := xU{x} (d. h. falls n eine natirliche Zahl ist, ist s(n) =n + 1.

Axiom 3.1.22 (Unendlichkeit) Jz: (0 € x AVz € z: 2 U {2} € 2)

Bemerkung 3.1.23 Diese Menge x ist unendlich. Genauer: Fir jedes n € N
lasst sich in ZFC zeigen: x hat mindestens n verschiedene Elemente.

Axiom 3.1.24 (Fundierung) Vz: (x #0 — 32 € x: zNx =)

Lemma 3.1.25 (In ZFC:) Es gibt keine Menge x mit x € x; und es gibt keine
Mengen xz,y mit x € y und y € x.

3.2 Die natiirlichen Zahlen

Von nun an arbeiten wir immer in ZFC. Wir lassen die Punkte tiber = und €
weg und schreiben 0,1,... statt 0, 1, ...

Lemma 3.2.1 Sei ¢p(x) =0 € 2 AVz: (2 € x — s(z) € x). Dann gilt: Es gibt
genau ein w mit folgenden Figenschaften:

(a) p(w) gilt.
(b) Fiir echte Teilmengen y C w gilt ¢(y) nicht.

Definition 3.2.2 Fine natiirliche Zahl ist ein Element der Menge w aus
Lemma 3.2.1. (Die Menge der natirlichen Zahlen wird manchmal weiterhin
mit w bezeichnet statt mit N.)
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Bemerkung 3.2.3 Aus der Definition von w folgt sofort, dass Induktionsbe-
weise tber die natirlichen Zahlen funktionieren: Ist x C w eine Teilmenge mit
0OcxundVzex: s(z) €x, soist x =w.

Satz 3.2.4 (Rekursionssatz) (In ZFC:) Seien A und B Mengen und seien
g: A — B und h: A xw x B = B Abbildungen. Dann existiert genau eine
Abbildung f: A X w — B, so dass fiir alle a € A und alle n € w gilt:

f(a7 0) = g(a) und f(a7 5(”)) = h(a>n7 f(a" n))

Definition 3.2.5 (a) Sei +: w X w — w die (nach dem Rekursionssatz ein-
deutige) Abbildung mit:
a+0=a und a+ s(n)=s(a+n).
(b) Wir definieren die Relation < auf w durch: m < n genau dann, wenn es
einm' € w gibt mit m +m' =n.
(¢) Sei-: wxw — w die (nach dem Rekursionssatz eindeutige) Abbildung mit:
a-0=0unda-s(n)=a-n+a.

Lemma 3.2.6 <, + und - erfillen die iblichen Eigenschaften, z. B.:
(a) + ist assoziativ und kommutativ; 0 ist ein neutrales Element bzgl. +
(b) - ist assoziativ und kommautativ; 1 ist ein neutrales Element bzgl. +
(¢) + und - erhalten die Ordnung:
VYm,m/,;n€w: (m<m' < m+n<m' +n) und
VYm,m' €w:Vn cw\ {0} :(m<m' < m-n<m' -n).

Bemerkung 3.2.7 Unter Verwendung unserer Definition von s(n) kann man
auch zeigen, dass firn € w gilt: n = {m € w | m < n}.

Definition 3.2.8 Fine Menge x heifit endlich, wenn es ein n € w gibt und
eine Bijektion x — {m € w | m < n}. Dieses n nennt man die Kardinalitit
von x; Notation dafir: #x.

Lemma 3.2.9 Die folgenden Bedingungen an eine Menge x sind dquivalent:
(a) z ist endlich.
(b) Jede injektive Abbildung f € Abb(x,z) ist auch surjektiv.
(c) Jede surjektiv Abbildung f € Abb(z,x) ist auch injektive.
(d) Es gibt keine injektive Abbildung w — x.
(e) Es gibt keine surjektive Abbildung x — w

Satz 3.2.10 (Rekursionssatz, Version 2) (In ZFC:) Seien A und B Men-
gen und h: A X P(A x w x B) = B eine Abbildung. Dann existiert genau eine
Abbildung f: A X w — B, so dass fir alle a € A und alle n € w gilt:

fla,n) = h(a, flaxn). (Hierbei fassen wir n als {m € w | m < n} auf und flaxn
als Teilmenge von A xn x B.)

3.3 Z, Q, R und der ganze Rest

Definition 3.3.1 (a) Wir setzen Z := (N x N)/~, wobei (m,n) ~ (m’,n’)
genau dann, wenn m +n' = m' + n.
(b) Fiir (m,n),(m/,n') € Z setzen wir:
(m,n) + (m',n') == (m+m',n+n')
—(m,n) := (n,m)
(m,n) - (m/',n') := (mm' 4+ nn', mn' + m'n)
(m,n) < (m',n') genau dann wenn m+n' <m' +n
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(¢c) Wir fassen N als Teilmenge von Z auf, indem wir n € N mit (n,0) € Z
identifizieren.

Bemerkung 3.3.2 All dies ist wohldefiniert, und Z ist ein Ring mit den 1ibli-
chen Eigenschaften. (Z. B.: Z ist angeordnet; Z ist ein Hauptidealring.)

Definition 3.3.3 (a) Wir definieren Q als den Quotientenkérper von Z.
(b) Sind a,a’ € Z und b,b’ € N, so setzen wir 7 < ‘;—,, genau dann, wenn
ab’ < a'b.

Definition 3.3.4 (a) Sei R der Ring der Cauchyfolgen (a,)nen mit Eintrd-
gen a, € Q, und set I C R das Ideal bestehend aus den Folgen, die gegen
0 konvergieren. Wir setzen R := R/I.
(b) Fir a:= (an)nen,b = (bn)nen € R setzen wir a <b, wenn a+1#b+1
ist und fir alle hinreichend grofien n gilt: a, < b,.
(¢) Wir fassen Q als Teilmenge von R auf, indem wir jede rationale Zahl mit
der entsprechenden konstanten Cauchyfolge identifizieren.

In dhnlicher Weise kann man dann auch alle anderen iiblichen mathemati-
schen Objekte definieren; z. B. kann man Sprachen als Mengen auffassen, und
fiir jede Sprache L lassen sich L-Formeln als Mengen auffassen. Hier eine M&g-
lichkeit, Lyjo-Formeln als Mengen zu kodieren:

Definition 3.3.5 Der Code "¢(z)" einer Lyo-Formel ¢(x) ist wie folgt defi-
niert:

Co; =a;7:=(0,4,7)

Tz, €x; ' = (1,i,5)

|—_|¢—| = (2’ F¢‘|7 @)

|—¢ /\ wj = (3’ l_d)—|7 I—w‘l)

"V ¢V :=(4,i1,"¢)

Ist ¢ eine Lyj.-Aussage, so miissen wir, wenn wir in ZFC arbeiten, unter-
scheiden, ob wir ¢ als ,inneres* (durch eine Menge kodiertes) mathematisches
Objekt auffassen (iiber das wir in der Sprache der Mengenlehre reden kénnen)
oder ob ¢ eine ,Aufere* Aussage ist, die wir ggf. (aus ZFC) zeigen oder widerle-
gen wollen. Um diese Unterscheidung klarer zu machen, werden ich fiir dufsere
Aussagen und Formeln ,,Lyg.-Aussage” und ,,Lyg-Formel* schreiben.

Bemerkung 3.3.6 All die diblichen Operationen mit Formeln lassen sich in
ZFC ausdriicken, insbesondere zum Beispiel folgendes; hierbei sei L immer eine
beliebige Sprache.

(a) Die Klasse aller Codes von L-Formeln ist eine Menge.

(b) Die Abbildung, die einer L-Struktur M und einer L-Formel ¢(x) in n
Variablen die Menge {a € M™ | M = ¢(a)} zuordnet, ldsst sich durch
eine Lyo-Formel beschreiben.

(¢) Fir L-Theorien T und L-Strukturen M ldsst sich ,M = T durch eine
Lyge-Formel ausdricken.

(d) Fiir L-Theorien T und L-Aussagen ¢ lassen sich ,M = T und ,MF T*
durch Lyie-Formeln ausdriicken.

(e) Der gédelsche Vollstandigkeitssatz ldsst sich in ZFC beweisen: Fir alle
Sprachen L, fir alle L-Theorien T und fiir alle L-Aussagen ¢ gilt: T =
o — TF o
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(f) In ZFC ldsst sich beweisen: Fir alle L-Theorien T und alle Lyie-Aussagen
¢ und ¢ gilt: Wenn T = ¢ und T = ¢ — 1, dann T E .

(g) Die Menge der ZFC-Axiome lisst sich durch eine Lye-Formel beschreiben.

(h) Die Abbildung { Lane-Fmin in x} x{L-Fmin} — {Lye-Aussagen}t, (¢(x), v (z)) —
d("(2) ") lasst sich durch eine Lyge-Formel beschreiben.

3.4 Der erste godelsche Unvollstindigkeitssatz

Im Folgenden sei T' D ZFC eine Theorie, die durch eine Lyj.-Formel ®(y) gege-
ben ist, d.h. T = {¢ Lyr-Aussage | ®("¢7)}. Wir nehmen auferdem an, dass
fiir alle Lyje-Aussagen ¢ gilt: Wenn ¢ € T, dann T' |= ®("¢™7); und wenn ¢ ¢ T
dann T = —®(Ty™)

Satz 3.4.1 (erster gbédelscher Unvollstindigkeitssatz) Sei T wie oben. Dann
ist T nicht vollstindig.

Lemma 3.4.2 Sei Br(x) die Lye-Formel, die ausdriickt, dass x der Code einer
Lyie-Aussage ist, die aus der von ®(y) definierten Lyi.-Theorie folgt. Dann gilt
fir alle Lye-Aussagen ¢: TH ¢ =TF pr("¢™)

Lemma 3.4.3 Es gibt eine Lyie-Formel B/(x), so dass fir jede Lyie-Aussage ¢
gilt:
(a) Falls T konsistent ist und ¢ eine Lye-Aussage mit T & ¢ ist, dann gilt
T+ ().
(b) ZEC W67 ~(8(T67) A Bp(T67)

3.5 Der zweite godelsche Unvollstandigkeitssatz

Seien T und ®(y) weiterhin wie im vorigen Abschnitt.

Definition 3.5.1 Sei CONp die Lyie-Aussage, die ausdrickt, dass T (genauer:
die durch ®(y) definierte Theorie) konsistent ist.

Satz 3.5.2 (zweiter gédelscher Unvollstéindigkeitssatz) Sei T' wie oben.
Ist T konsistent, so gilt T = CONp.

Notation 3.5.3 Ist ¢ eine Lyie-Aussage, so verwenden wir (¢ als Kurzschreib-
weise fir die Lye-Aussage, die ausdrickt: , T = ¢“ (also O¢ = Br(T¢™), fir
Br(x) wie in Lemma 3.4.2).

Lemma 3.5.4 Fir alle Lyo-Aussagen ¢ und v gilt:
(a) THo=THDO®
(b) T+ (Lo AO(¢ — v)) — [)
(¢) THOp — OO0

Lemma 3.5.5 Fiir Lyi.-Aussagen ¢, ¢' und v gilt auferdem:

d) TH¢—=yv=TFO¢p— Oy
() TH(PNY) =y =THF(OpAOP) — .
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3.6 Ordinalzahlen

Definition 3.6.1 Fine Wohlordnung auf einer Menge M ist eine Ordnungs-
relation, so dass jede nicht-leere Teilmenge A C M ein Minimum besitzt. Wir
sagen auch, M ist (durch <) wohlgeordnet.

Bemerkung 3.6.2 (transfinite Induktion) Sei (M, <) wohlgeordnet und sei
A eine Teilmenge, mit der Eigenschaft, dass fiir alle x € M gilt: Wenn alle z < x
in A liegen, dann liegt auch x in A.

Unter diesen Bedingungen ist A = M.

Bemerkung 3.6.3 Sei M wohlgeordnet (durch <).
(a) Jede Teilmenge von M ist (durch <) wohlgeordnet.
(b) Ist a € M nicht mazimal, so besitzt a einen direkten Nachfolger.

Definition 3.6.4 Fine Menge o heifst Ordinalzahl, wenn gilt:

(a) Fir alle p € a ist  C a.

(b) Fiir alle 8,5 € « gilt: B € B8’ oder ' € B oder f=0'.
Wir schreiben On fiir die Klasse aller Ordinalzahlen. Fiir o, 8 € On definieren
wir dass a < 3 ist, falls o € B ist. Auflerdem verwenden wir weiterhin s(a) :=
aU{a}.

Bemerkung 3.6.5 w C On; und auch w € On.

Bem: (a) sagt also Transitivitit: § < a Ay < f=>7v <«
Und (b) sagt, dass je zwei Elemente von « vergleichbar sind.

Lemma 3.6.6 Sei o € On. Dann gilt:
(a) s(a) € On.
(b) @ C On
(¢) < ist eine Wohlordnung auf o

Definition 3.6.7 Fine Ordinalzahl o # 0 nennt man Nachfolger-Ordinalzahl,
wenn o = s(B) fiir ein B € On ist; sonst nennt man o Limes-Ordinalzahl. (0
ist weder Nachfolger noch Limes.)

Lemma 3.6.8 (a) On ist keine Menge.

(b) On ist (mit <) eine ,klassengrofie Wohlordnung® in folgendem Sinn: < er-
fillt die Aziome einer Ordnungsrelation, und fir jede Lygo-Formel ¢(x, w)
und jedes Tupel b von Mengen gilt: Ist die Klasse {o € On | ¢(c,b)} nicht
leer, so besitzt sie ein Minimum.

Definition 3.6.9 Sei ¢(x,y, 2) eine Lye-Formel und sei w ein Tupel von Men-
gen. Wir sagen, dass ¢(x,y,w) ein Funktional F definiert, wenn es fir je-
des x hdochstens ein y gibt mit, so dass ¢(x,y,w) gilt. Wir nennen die Klasse
{z | Jy: é(z,y,w)} den Definitionsbereich von F, und falls x im Definitionsbe-
reich ist, schreiben F(z) fiir das eindeutige y, so dass ¢(x,y,w) gilt.

Satz 3.6.10 (Rekursionssatz fiir Ordinalzahlen) Sei H ein Funktional, das
auf der Klasse aller Mengen definiert ist. Dann kann man ein Funktional F auf
der Klasse der Ordinalzahlen angeben, so dass fiir jedes o € On gilt:

(a) Die Einschrankung F|o = {(8,F(B)) | B € a} ist eine Menge.
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(b) F(e) = H(Fla).

Satz 3.6.11 Jede wohlgeordnete Menge ist zu genau einer Ordinalzahl ordnungs-
isomorph. (Mit ,ordnungs-isomorph® ist gemeint: Es gibt eine ordnungserhalten-
de Bijektion.)

Satz 3.6.12 (Wohlordnungssatz) Jede Menge steht in Bijektion zu einer
Ordinalzahl. Insbesondere gibt es auf jeder Menge eine Wohlordnung.

Satz 3.6.13 (Zornsches Lemma) Sei M eine nicht-leere Menge und < eine
partielle Ordnung auf M (d. h. < ist transitiv, und fir a,a’ € M gilt héchstens
eins von a < a’,;a = a’,a’ < a), so dass jede Kette eine obere Schranke in M
besitzt. Dann gibt es ein maximales Flement.

3.7 Kardinalzahlen

Definition 3.7.1 Die Kardinalitdt |M| einer Menge M ist die kleinste Or-
dinalzahl o, so dass es eine Bijektion zwischen M und o gibt. Die Menge M
heifst abzihlbar, wenn |M| = w ist. Fine Kardinalzahl ist eine Ordinalzahl a,
fir die |a| = « gilt.

Lemma 3.7.2 Alle natiirlichen Zahlen sind Kardinalzahlen; w ist eine Kardi-
nalzahl. Unendliche Nachfolger-Ordinalzahlen sind keine Kardinalzahlen.

Satz 3.7.3 Fir Mengen M, M’ gilt |M| < |M'| genau dann, wenn eine Injek-
tion M — M’ existiert.

Bemerkung 3.7.4 Fir Mengen M, M’ gilt |M| < |M'| genau dann, wenn eine
Surjektion M' — M existiert.

Definition 3.7.5 Seien M, N disjunkte Mengen mit Kardinalititen |M| = &,
|N| = . Wir definieren:

(a) k+p:=|MUN]|

(b) kK-p:=|M x N|

(¢) k" :=|Abb(N, M)|

Satz 3.7.6 Fir jede Kardinalzahl k gilt: k < 2%.

Definition 3.7.7 Fir a € On definieren wir rekursiv: R, ist die kleinste un-
endliche Kardinalzahl, die grofier ist als Rg fiir alle f < a.

Bemerkung 3.7.8 Fiir Limes-Ordinalzahlen X\ gilt: X\ = U5<)\ Ng.

Satz 3.7.9 Die Kontinuumshypothese ,280 = N, ¢ lisst sich in ZFC weder
beweisen noch widerlegen. Auch die verallgemeinerte Kontinuumshypothe-
se Va: 28 = Ry« lasst sich in ZFC weder beweisen noch widerlegen.

Satz 3.7.10 Flir unendliche Kardinalzahlen k, u gilt: k+p = k- = max{k, u}.

Lemma 3.7.11 Ista € On und sind (Mg)s<q beliebige Mengen, so ist | Ug., Mp| <
max{No, |a, SUPg<q |Mpg]}.
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3.8 Universen

Definition 3.8.1 Fin Grothendieck- Universum ist eine nicht-leere Menge
U mit folgenden Eigenschaften:

(a) Istz € U und y € x, so ist auchy € U.

(b) Ist x € U, so ist auch P(z) € U.

(c) Istzx €U und f: & — U eine beliebige Funktion, so ist U,., f(a) € U.

acx

Beispiel 3.8.2 |J, . P"(0) ist ein Grothendieck-Universum.

new

Lemma 3.8.3 Ist U ist ein Grothendieck-Universum, so ist U = (U, €) ein
Modell von ZFC\{ Unendlichkeit}. Enthdlt U eine unendliche Menge, so ist U
ein Modell von ZFC.

Definition 3.8.4 Fine Kardinalzahl k heifit stark unerreichbar, wenn gilt:
(a) kK> w.
(b) Fir alle Kardinalzahlen p < k gilt 2* < k
(c¢) Jede Teilmenge M C k mit sup M = K hat selbst schon Kardinalitit k.
(Eine Menge M C x mit sup M = k nennt man kofinal in x.)

Lemma 3.8.5 Sei U ein Universum. Dann gilt:
(a) Fir alle x € U ist |z| < |U|.
(b) ¢(U) := sup,¢y |z| erfiillt die Bedingungen (b) und (¢) aus Definition 3.8.4.

Satz 3.8.6 Fiir o € On definieren wir Vo, rekursiv wie folgt: Vo 1= 0; Vgy :=
Vs UP(Vp); und fiir Limes-Ordinalzahlen A: Vy := gy Vs.
Ist k eine stark unerreichbare Kardinalzahl, so ist (Vi, €) ein Universum.

4 Modelltheorie

4.1 Elementare Erweiterungen

Sei L eine Sprache. Sind im Folgenden M, N, ... Strukturen, so sind M, N, ...
immer die zugehoérigen Grundmengen.

Definition 4.1.1 Ist M eine L-Struktur und A C M, so setzt man L(A) := LU
A, wobei die Elemente von A als (neue) Konstantensymbole aufgefasst werden,
und M wird als L(A)-Struktur aufgefasst, indem jedes Konstantensymbol aus
A als sich selbst interpretiert wird. (Formaler: L(A) = LU {c, | a € A} fir
Konstantensymbole cq, und ¢ = a.)

Bemerkung 4.1.2 Jede L(A)-Formel lisst sich schreiben als ¢(z,b), wobei
o(z, y) eine L-Formel ist und by,...,b,, € A sind.

Notation 4.1.3 Wenn eine L-Struktur M auch als Struktur in einer anderen
Sprache aufgefassen kénnte, schreiben wir die Sprache manchmal als Index dazu:
(a) Thy(M) ist die Theorie von M als L-Struktur.
(b) M =1 N bedeutet, dass M und N als L-Strukturen elementar dquivalent
sind.

Bemerkung 4.1.4 Ist M eine L-Struktur und N ein Modell von Thy, (M),
so haben wir eine natirliche Einbettung von M nach N, indem wir m € M
abbilden auf die Interpretation der entsprechenden Konstante in N. In einer
solchen Situation wir fassen M meist als Unterstruktur von N auf.

17



Definition 4.1.5 Ist M eine Unterstruktur von N mit N' =p ) M (wie in
Bemerkung 4.1.4), so nennt man M eine elementare Unterstruktur von N
und N eine elementare Erweiterung von M. Notation dafiir: M < N (oder
M < N )

Ist a: M — N eine Einbettung von Strukturen, so nennen wir « eine ele-
mentare Einbettung, wenn N =y ) M gilt; hierbei werden die Konstanten
a €M in N durch a(a) interpretiert.

Satz 4.1.6 (Tarski-Test) Fine Unterstruktur M C N ist genau dann eine
elementare Unterstruktur, wenn fir jede L(M)-Formel ¢(x) gilt: Wenn ein a €
N ezistiert mit N' = ¢(a), dann existiert schon ein o' € M mit N = ¢(a’).

Lemma 4.1.7 Sind M Cc M' C N L-Strukturen mit M < N und M’ < N,
so gilt auch M < M'.

Satz 4.1.8 (Léwenheim-Skolem) Sei N eine unendliche L-Struktur.
(a) Fiir jede Kardinalzahl k > max{|N|, |L|} existiert eine elementare Erwei-
terung N7 = N mit |[N'| = k.
(b) Fiir jede Kardinalzahl £ mit max{|L|,No} < k < |N| existiert eine ele-
mentare Unterstruktur M < N mit |M| = k.

Korollar 4.1.9 Wenn es ein Modell von ZFC gibt, dann gibt es auch ein ab-
zdhlbares Modell von ZFC.

Satz 4.1.10 (Kompaktheitssatz) IstT eine endlich konsistent L-Theorie (d. h.
jede endliche Teilmenge von T ist konsistent), so ist T' schon konsistent.

Definition 4.1.11 Sei M eine L-Struktur, sei x ein Tupel von Variablen, und
sei 3 eine Menge von Formeln in x. ¥ heifit endlich erfillbar (in M), wenn
fiir jede endliche Teilmenge Y9 C X ein a € M"™ existiert, so dass fir alle
o(z) € 3o gilt: M |= ¢(a). Existiert ein a € M™, so dass M = ¢(a) fir alle
o(x) € ¥ gilt, so sagt man a realisiert ¥ (und X ist in M erfillbar oder
realisiert).

Satz 4.1.12 Sei M eine L-Struktur und % eine endlich erfillbare Menge von
Formeln. Dann gibt es eine elementare Erweiterung M’ = M, in der ¥ realisiert
18t.

4.2 Quantorenelimination

Sei weiterhin L eine Sprache.

Definition 4.2.1  (a) Formeln der Form R(t1,...,t¢) und t; = to (fir L-
Terme t; und Relations-Symbole R) nennt man atomar.

(b) Eine boolesche Kombination von L-Formeln ¢1,...,¢, ist eine L-
Formel der Form ¢[¢1, ..., dn], wobei (P) eine aussagenlogische Formel
18t.

(¢) Boolesche Kombinationen von atomaren Formeln nennt man quantoren-
frei.
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Bemerkung 4.2.2 Jede quantorenfreie Formel ¢(z) ist dquivalent zu einer
Formel der Form

k1 ke
Noi@ v ... v N\ i),
i=1 =1

wobei jedes ¢; ¢(z) entweder eine atomare Formel oder die Negation einer ato-
maren Formel ist. (Dies nennt man die disjunktive Normalform von ¢(zx).)

Bemerkung 4.2.3 Sei ¢(z) eine quantorenfreie L-Formel, seien M C N L-
Strukturen und sei a € M. Dann gilt M = ¢(a) < N E ¢(a).

Definition 4.2.4 Sei M eine L-Struktur und sei A C M. Die von A erzeugte
Unterstruktur (A);, von M ist die kleinste Unterstruktur von M, die A ent-
hélt: (A)p, = {tM(a) | t L-Term, a € A"}. Gilt (A)r, = M, so sagt man, M ist
von A erzeugt. Fine Struktur M heifst endlich erzeugt, wenn sie von einer
endlichen Menge erzeugt ist.

Lemma 4.2.5 Sind My und Ms zwei von der leeren Menge erzeugte L-Strukturen,
in denen die selben quantorenfreien L-Aussagen gelten, definiert t"t — tM2
(fiir L-Terme t) einen Isomorphismus M; — Ma.

Definition 4.2.6 Eine Theorie T hat Quantoren-Elimination (QE) (oder
weliminiert Quantoren®), wenn jede L-Formel ¢(x) modulo T zu einer quanto-
renfreien L-Formel ¢¥(z) dquivalent ist.

Satz 4.2.7 Sei T eine L-Theorie. Wenn jede Formel ¢(x) der folgenden Form
modulo T zu einer quantorenfreien L-Formel dquivalent ist, hat T Quantoren-
Elimination:

(z) = Jy: Y(z,y),

wobei Y(x,y) eine Konjunktion von atomaren und negierten atomaren Formeln
15t.

Beispiel 4.2.8 Sei L die leere Sprache. Die L-Theorie INF := {32"z: T}
eliminiert Quantoren.

Beispiel 4.2.9 Sei L = {<} und sei DLO die Theorie der dichten linearen
Ordnungen ohne Endpunkte, d. h. DLO besteht aus den folgenden L-Aussagen:
(a) < ist eine Ordnungsrelation.
(b) Vz,2': (z <2’ = Jy:z <y<a’)
(¢) Va: Jy,y:y<ax <y
DLO eliminiert Quantoren.

Satz 4.2.10 Sei T eine konsistente L-Theorie mit Quantoren-Elinination. Wir
nehmen auflerdem an, dass es eine L-Struktur A gibt (nicht notwendigerweise
ein Modell von T'), die sich in jedes Modell von T einbetten lisst. Dann ist T
vollstindig.

Satz 4.2.11 Ist T eine L-Theorie mit Quantoren-Elimination, ist M ein Mo-
dell von T', und ist M’ C M eine Unterstruktur, die auch ein Modell von T ist,
so ist M’ schon eine elementare Unterstruktur von M.
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Satz 4.2.12 FEine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann, wenn
folgendes gilt:

Sind M,M' = T Modelle, A C M eine endlich erzeugte Unterstruktur,
a: A — M’ eine Einbettung und ist ¢(a,y) eine quantorenfreie L(A)-Formel,
so dass es ein b € M gibt mit M | ¢(a,b), so gibt es auch ein b € M’ mit
M = d(ala), ).
Lemma 4.2.13 Seien T1,T> L-Theorien. Wir nehmen an, dass sich jedes Paar
von Modellen My = T1, My = Tb durch eine quantorenfreie L-Aussage ¢ a1, ms,
strennen® ldsst, d. h. My = ¢y .My und Mo = =@ a, M, Dann existiert auch
eine quantorenfreie L-Aussage ¢ mit Ty |= ¢ und Ty = —¢.

Korollar 4.2.14 Fine L-Theorie T hat Quantoren-Elimination genau dann,
wenn folgendes gilt:

Sind M, M' =T Modelle, ist A C M eine endlich erzeugte Unterstruktur,
ist a: A — M’ eine Einbettung und ist b € M, so existiert eine elementare
Erweiterung M" = M, so dass sich o zu einer Einbettung (A,b), — M"
fortsetzen ldsst.

Beispiel 4.2.15 Sei K ein Korper, Lx.yvr = {0,+,—}U{r | r € K} die
Sprache der K-Vektorrdume wie in Beispiel 1.1.7 und sei VR die Lg vgr-

Theorie der K -Vektorrdume. VR UINF (fiir INF aus Beispiel 4.2.8) eliminiert
Quantoren.

4.3 Algebraisch abgeschlossene Korper
In diesem Abschnitt arbeiten wir in der Sprache Lying = {+,—,-,0,1}.

Lemma 4.3.1 Sei K ein unendlicher Korper. Dann ezistiert eine elementare
Erweiterung L = K, die ein Element a enthdlt, das transzendent tiber K ist.

Definition 4.3.2 Sei ACF die Lying-Theorie der algebraisch abgeschlossenen
Korper und, fir p = 0 oder p prim, ACF, die Lying-Theorie der algebraisch
abgeschlossenen Kdrper der Charakteristik p.

Satz 4.3.3 ACF hat Quantoren-FElimination.
Korollar 4.3.4 Fiir p =0 oder p prim ist ACF, vollstindig.

Korollar 4.3.5 Sind K C L algebraisch abgeschlossene Kdrper, so ist L eine
elementare Erweiterung von K.

Korollar 4.3.6 Fiir jede Lying-Aussage ¢ sind dquivalent:
(a) ACFo |= ¢
(b) ACF, [= ¢ fir fast alle Primzahlen p.
(c) ACF, [= ¢ fir unendlich viele Primzahlen p.

Satz 4.3.7 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei f: K" —
K™ eine polynomiale Abbildung, d.h. f(x) = (f1(z),..., fa(z)) fir Polynome
fiseoo, fn € K[z]. Ist f injektiv, so ist f auch surjektiv.

Satz 4.3.8 (Hilberts Nullstellensatz) Sei K ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper und sei I C K|x] ein echtes Ideal. Dann existiert ein a € K™, so
dass fir alle f € I gilt: f(a) =0.

Korollar 4.3.9 Ist K algebraisch abgeschlossen, so sind die mazximalen Ideale
von K[z] genau die Ideale der Form I, = {f € K[z] | f(a) = 0} fira e K".
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4.4 Reell abgeschlossene Korper

In diesem Abschnitt arbeiten wir in der Sprache Loring := Lring U {<} der
angeordneten Ringe. Alle Ringe sind kommutativ und mit 1.

Definition 4.4.1 Fin angeordneter Ring ist ein Ring R mit einer Ordnungs-
relation <, so dass fiir alle a,b,c € R gilt:
(a) a<b=a+c<b+c
(b) a<bAc>0= ac < be.
Ein angeordneter Korper ist ein Korper, der ein angeordneter Ring ist.
Ein angeordneter Kérper heifit reell abgeschlossen, wenn er keine echte
angeordnete algebraische Erweiterung besitzt.
Ist K ein angeordneter Korper und L D K eine reell abgeschlossene algebrai-
sche Erweiterung von K, so dass die Ordnung von L diejenige von K fortsetzt,
son nennt man L einen reellen Abschluss von K.

Bemerkung 4.4.2 In angeordneten Ringen R gilt fir alle a,b € R:
(a) a > 0 genau dann, wenn —a < 0.
(b) a? > 0. (Insbesondere 1 > 0.)
(c¢) ab > 0 genau dann, wenn a und b beide positiv oder beide negativ sind.

Satz 4.4.3 Fir andgeordnete Kiorper K ist dquivalent:
(a) K ist reell abgeschlossen.
(b) Jedes positive Element von K ist ein Quadrat und jede Polynom f € K|x]
von ungeradem Grad hat eine Nullstelle in K.
(c) K(i) ist algebraisch abgeschlossen (wobei i = /—1).
Insbesondere ist die Ordnungsrelation auf einem reell abgeschlossenen Kérper
schon allein durch die Kérperstruktur festgelegt.

Definition 4.4.4 Sei RCF die Loying-Theorie der reell abgeschlossenen Korper.

Lemma 4.4.5 Sei K ein Korper und P C K eine Teilmenge mit1 € P, P-P C
P und so dass keine a; € P und b; € K existieren mit 22;1 a;b? = —1. Dann
lisst sich K so anordnen, dass alle Elemente von P nicht-negativ sind.

Korollar 4.4.6 Ist K reell abgeschlossen und ist f € K|[x] irreduzibel, so ist
deg f € {1,2}, und falls deg f = 2 ist, ist f(a) entweder positiv fir alle a € K
oder negativ fiir alle a € K. Insbesondere gilt fiir beliebige Polynome f € Klx]:
Sind a1 < -+ < ay, die Nullstellen von f und ag := —00, apy1 := 400, so hat
f(z) auf jedem Intervall (a;,a;11) konstantes Vorzeichen (fir 0 < i < n), und
auf benachbarten Intervallen ist das Vorzeichen verschieden.

Lemma 4.4.7 Sei K ein Kérper und seien Ly und Lo algebraische Erweite-
rungen von K. Wir nehmen an, dass jede endliche Erweiterung K' D K, die in
L1 liegt, sich nach Lo einbetten ldsst. Dann ldsst sich schon ganz Ly nach Lq
etnbetten.

Lemma 4.4.8 Ist R ein angeordneter Ring, so ldsst sich die Ordnung auf ein-
deutige Weise auf den Quotientenkérper Quot(R) fortsetzen.

Satz 4.4.9 Jeder angeordnete Kérper K besitzt bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus genau einen reellen Abschluss. (,Bis auf eindeutigen Isomorphismus genau
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einen® bedeutet: Sind Li, Lo zwei reelle Abschliisse von K, so existiert genau
ein ordnungserhaltender Korperisomorphismus Ly — Lo, der auf K die Identi-
tat ist.)

Lemma 4.4.10 Ist K ein angeordneter Korper, sind Ly, Lo reelle Abschliisse
von K und ist f € K[X] ein Polynom, so besitzt f gleich viele Nullstellen in Ly
und in Lo.

Satz 4.4.11 RCF hat Quantoren-Elimination.
Korollar 4.4.12 RCF ist vollstindig.

Satz 4.4.13 (Hilbert 17) Sei K ein reell abgeschlossener Kérper (z. B. K =
R). Jedes Polynom f € K|z|, das auf K keine negativen Werte annimmdt, ist
Summe von Quadraten von rationalen Funktionen g; € K(z).
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Anwendungen der Modelltheorie in
der Geometrie

5 Dimension und Rang

5.1 Definierbare Objekte
Sei L eine Sprache und M eine L-Struktur mit Grundmenge M.

Definition 5.1.1 (a) PEine Teilmenge X C M™ heifit L-definierbar (in M),

wenn es eine L-Formel ¢(z) gibt, so dass X = {b € M™ | M = ¢()}.
Man nennt X die yon ¢ definierte Menge®, und man schreibt ¢(M) fiir
diese Menge.

(b) Eine Funktion M™ — M heifit L-definierbar, wenn ihr Graph L-defi-
nierbar ist.

(¢) Fin Elementa € M heifit L-definierbar, wenn die Menge {a} L-definierbar
18t.

Bemerkung 5.1.2 Ist X C M"™ L-definierbar und o € Aut(M), so ist a(X) =
X.

Notation 5.1.3 (a) Wenn die Sprache L, in der man arbeitet, festgelegt ist,
verwendet man abkilirzende Notationen: Ist A C M eine Teilmenge, so
schreibt man statt L(A)-definierbar auch A-definierbar (oder auch: ,iber
A definierbar®). In diesem Zusammenhang nennt man A oft eine Parameter-
Menge. Statt L-definierbar schreibt man dann auch (-definierbar.

(b) Statt M-definierbar sagt man auch einfach nur definierbar.
(¢) Der definierbare Abschluss einer Menge A C M ist die Menge aller
A-definierbaren Elemente von M ; Notation dafiir: dcl(A).

Bemerkung 5.1.4 Jede definierbare Menge/Funktion ist schon tiber einer end-
lichen Parametermenge definierbar.

Bemerkung 5.1.5 Ist M’ = M ceine elementare Erweiterung, so hat man
eine 1-zu-1-Entsprechung zwischen definierbaren Mengen X C M™ in M und
M -definierbaren Mengen X' C (M')"™ in M'; die Entsprechung ist gegeben durch
X=X'nM".

Beispiel 5.1.6 Ist M cine unendliche Menge in der Sprache L = 0 oder eine
K -Vektorraum in der Sprache Lx vr = {0,+,—} U {r- | r € K} oder ein alge-
braisch abgeschlossener Kdrper in der Sprache Lying, so sind die definierbaren
Teilmengen von M genau die endlichen und die ko-endlichen Mengen. (Eine
Menge X C M heifst ko-endlich, wenn das Komplement M \ X endlich ist.)

Beispiel 5.1.7 Ist M eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte in der Spra-
che L = {<} oder ein reell abeschlossener Korper in der Sprache Loing =
Lying U{<}, so sind die definierbaren Teilmengen von M genau endliche Verei-
nigungen von Punkten und Intervallen. (Hierbei sind auch ein- oder beidseitig
unendliche Intervalle erlaubt.)
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Definition 5.1.8 Seien My und My Strukturen in zwei verschiedenen Spra-
chen Ly und Lo, aber mit der gleichen Grundmenge M = My = My. Man sagt,
Lo ist ein Redukt von L1, wenn die Interpretationen aller Symbole aus Lo Ly -
definierbar sind. Wenn zusdtzlich auch Ly ein Redukt von Lo ist, sagt man, L
und Lo sind interdefinierbar.

Lemma 5.1.9 L ist ein Redukt von Ly genau dann, wenn jede Lo-definierbare
Menge auch Lq-definierbar ist.

Lemma 5.1.10 Jede Sprache L ist zu einer relationalen Sprache L' interde-
finierbar, d. h. L' enthdlt nur Relationssymbole. Aufierdem kénnen wir zusdtzlich
erreichen, dass Th(M) in der Sprache L' Quantoren-Elimination hat.

(Manchmal erlaubt man in relationalen Sprachen auch Konstantensymbole.)

5.2 Typen und Saturiertheit
Sei weiterhin L eine Sprache und M eine L-Struktur mit Grundmenge M.

Definition 5.2.1 Sei A C M.

(a) Fin partieller Typ tber A ist eine endlich erfillbare Menge Y2 von L(A)-
Formeln in z. (Fir ,endlich erfillbar* siehe Definition 4.1.11.) Statt ¥
schreiben wir auch oft X(z). Man sagt auch, X(x) ist ein partieller Typ
Hin x“ oder ein ,partieller n-Typ*“ wenn x ein n-Tupel ist.

(b) Sei X(z) ein partieller Typ und ¢(z) eine L(A)-Formel. Wir schreiben
YS(z) E o(x), wenn 1(x),...,vp(x) € X(z) existieren, so dass M |=
Va: (/\fz1 Yi(z) — ¢(x)). Wir schreiben Y(z) = X'(x) wenn fir alle
o(z) € X(x) gilt: X(z) = ¢(z). Wir nennen X(z) und ¥'(z) dquiva-
lent, wenn sowohl X(z) = ¥/ (z) als auch X(z) & X' (z) gilt. Oft werden
wir dquivalente partielle Typen einfach miteinander identifizieren.

(¢) Ein vollstindiger Typ tber A ist ein partieller Typ tGber A, so dass fir
jede L(A)-Formel ¢(x) entweder X(x) = ¢(x) oder X(z) E —o(x) gilt.
Wenn wir nur Typ sagen, meinen wir ,vollstindiger Typ“. Vollstindige
Typen heiffen iblicherweise p(x) (statt X(x)).

(d) Die Menge aller n-Typen iber einer Menge A bis auf Aquivalenz wird mit
Sn(A) bezeichnet.

(e) Der Typ iiber A eines Tupels b € M™ ist tp(b/A) := {¢(z) € L(A) | M E
o(0)}.

Bemerkung: X(z) ist endlich erfiillbar genau dann, wenn eine elementare
Erweiterung M’ > M existiert, in der 3(z) realisiert (siche Definition 4.1.11)
ist.

Beispiel 5.2.2 Ist K ein algebraisch abgeschlossener Kéorper, A C K und K
der kleinste algebraisch abgeschlossene Unterkdrper von K, der A enthdlt, so
haben alle Elemente von K \ Ky denselben Typ iber A.

Definition 5.2.3 Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Die Struktur M heifst

k-saturiert, wenn fir jede Teilmenge A C M’ mit |A| < k gilt: Jeder Typ tber
A ist in M realisiert.
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Satz 5.2.4 Fir jede L-Struktur M und jede unendliche Kardinalzahl k existiert
eine elementare Erweiterung M’ = M, die k-saturiert ist.

Notation 5.2.5 Ist k cine Kardinalzahl, so bezeichnet k™ die néichst-grifere
Kardinalzahl.

Lemma 5.2.6 Ist k eine Kardinalzahl und A eine Teilmenge von k™ mit |A| <
kT, so existiert eine Ordinalzahl v < k* mit A C .

Lemma 5.2.7 Ist I eine beliebige Indexmenge und sind M; (fir i € I) L-
Strukturen, die eine Kette beziiglich elementarer Einbettung bilden (also M; <
M oder My < M; fiir alle i,j € 1), so ist die Vereinigung M = |J;c; M;
eine elementare Erweiterung von M; fir allei € I.

5.3 Dimension von Strukturen

Sei weiterhin L eine Sprache und M eine L-Struktur.

Definition 5.3.1 Sei A C M.
(a) Fin Element b € M heifit algebraisch iber A, wenn eine endliche, A-
definierbare Menge X C M existiert, die b enthdlt.
(b) Ein Typ p € S1(A) heifst algebraisch, wenn er eine L(A)-Formel ¢(x)
enthdlt, die eine endliche Menge definiert.
(¢) Der algebraische Abschluss von A ist die Menge aller iber A algebrai-
schen Elemente von M ; Notation dafir: acl(A).

Beispiel 5.3.2 (a) Ist K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und A C K,
so ist acl(A) der algebraische Abschluss des Kérpers del(A).
(b) Ist K ein reell abgeschlossener Korper und A C K, so ist acl(A) der reelle
Abschluss des Kérpers dcl(A).
(¢) Ist V ein K-Vektorraum und A C V, so ist acl(4) = dcl(A) = (A) k.

Bemerkung 5.3.3 Ist p € S1(A) algebraisch (fir A C M), so existiert eine
einzelne Formel ¢(x) € p mit ¢(x) = p. (Man sagt, ¢(x) isoliert p.) Daraus
folgt, dass p bereits in M realisiert ist.

Lemma 5.3.4 Fir A,B C M gilt:
(a) A C acl(A4)
(b) AC B = acl(A) C acl(B)
(c) acl(acl(A)) = acl(A)
(d) acl(4) = | acl(Ao)
ApgCA
Ap endl.
Definition 5.3.5 Man sagt ,acl hat die Austauscheigenschaft”, wenn gilt:
Sind A C M und b,c € M mit ¢ € acl(AU{b}) \ acl(4), so ist b € acl(AU {c}).

Fiir den Rest von Abschnitt 5.3 nehmen wir an, dass M eine Struktur ist,
so dass acl die Austauscheigenschaft hat. Aufierdem sei X C M eine Teilmenge
mit acl(X) = X.

Definition 5.3.6 (a) Eine Menge A C M heifit algebraisch unabhdngig,
wenn fir alle a € A gilt: a ¢ acl(A\ {a}).
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(b) Eine Basis von X ist eine algebraisch unabhdngige Menge A C X mit
acl(A) = X.

Satz 5.3.7 Alle Basen von X haben die gleiche Kardinalitit.

Lemma 5.3.8 Ist A C M unabhingig und b € M \ acl(A), so ist auch AU {b}
unabhdngig.

Satz 5.3.9 Ist A C X unabhdngig, so existiert eine Basis A’ von X mit A C A’.
Insbesondere besitzt X (mindestens) eine Basis.

Definition 5.3.10 Die Dimension dim X von X ist die Kardinalitdt einer
(beliebigen) Basis von X .

Beispiel 5.3.11 (a) Ist M ein Vektorraum (und somit X ein Untervektor-
raum,), so ist die Dimension von X die ibliche Dimension aus der linearen
Algebra.

(b) Ist K ein Kérper und K& sein algebraischer Abschluss (den wir als Lying-
Struktur auffassen), so setzt man trdeg K := dim K®#. Man nennt dies
den Transzendenzgrad von K. Eine Basis von K%, die in K enthalten
ist, nennt man Transzendenzbasis von K.

Lemma 5.3.12 Fir A C M gilt: |acl(4)| < max{|A|,|L|,No}.

Notation 5.3.13 Statt dcl(A) und acl(A) schreiben wir manchmal auch dcly, (A)
und aclp(A) (insbesondere wenn wir M auch als Struktur in anderen Sprachen
auffassen).

Lemma 5.3.14 Sei A C M. Wenn acl;, die Austauscheigenschaft hat, so hat
auch aclp 4y die Austauscheigenschaft.

Definition 5.3.15 Ist B C M, so meinen wir bei den Betriffen ,,algebraisch un-
abhingig®, ,Basis, ,Dimension“ mit ,iber B* dass wir in der Sprache L(B) ar-
beiten. Die Dimension iiber B einer Menge X = aclyp)(X) C M wird auch als
,relative Dimension tiber B“ bezeichnet, und die Notation dafir ist dimp(X)

(oder dimp,py(X)).

Lemma 5.3.16 Fir A, B C M gilt: dim acl(AUB) = dim acl(B)+dimp acly(p)(4).

5.4 Elementare Abbildungen

Definition 5.4.1 Seien M, M’ beliebige L-Strukturen und seien A C M, A’ C
M’. Eine Bijektion f: A — A’ heifit elementar, wenn fir jede L-Formel ¢(x)
und jedes Tupel a € A™ gilt: M = ¢(a) —= M' = ¢(f(a)).

Bemerkung 5.4.2 FEine Abbildung f: A — A’ ist elementar genau dann, wenn
fiir jede endliche Teilmenge Ay C A die Finschrinkung f|a, elementar ist.

Lemma 5.4.3 Ist f: A — A’ eine elementare Abbildung, fir A ¢ M, A’ C
M’, so erhilt man eine Bijektion f.: Sp(A) = S,(A), die definiert ist durch:
fe(p) = {o(z, f(a)) | ¢(z,a) € p}.
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Bemerkung 5.4.4 Ist f: A — A’ elementar (fir AC M, A’ C M’') und sind
be M und b € M', so sind dquivalent:
() f.(tp(b/A)) = tp(t/ /)
(b) f lasst sich zu einer elementaren Abbildung A U {by,...,b,} — A" U
{bh,..., b} fortsetzen mit f(b;) = b}.

Bemerkung 5.4.5 Ist f wie im vorigen Lemma, so bildet f, algebraische Typen
auf algebraische Typen ab.

Satz 5.4.6 Seien M und M’ L-Strukturen, seien A C M und A’ C M’, und
sei f: A— A’ eine elementare Bijektion. Sei k := |M]|.
(a) Die Abbildung f ldsst sich zu einer elementaren Bijektion acl(A) — acl(A’)
fortsetzen.
(b) Ist M p-saturiert fiir p = max{x, |A|"}, so ldsst sich [ zu einer elemen-
taren Einbettung M — M’ fortsetzen.
(c) Ist |A] < K, |M'| = & und sind sowohl M als auch M’ k-saturiert, so
lasst sich f zu einem Isomorphismus M — M’ fortsetzen.

5.5 Streng minimale Strukturen

Definition 5.5.1 (a) Eine vollstindige Theorie T, deren Modelle unendlich
sind, heifit streng minimal, wenn fir alle Modelle M = T gilt: Jede
definierbare Teilmenge X C M ist entweder endlich oder ko-endlich.

(b) Fine unendliche Struktur M heif$it streng minimal, wenn Th(M) streng
manimal ist.

Beispiel 5.5.2 Nach Beispiel 5.1.6 sind die folgenden Theorien stremg mini-
mal: die O-Theorie der unendlichen Mengen; die Ly ~r-Theorie der unendli-
chen K-Vektorridume; die Lying-Theorie der algebraisch abgeschlossenen Kdrper.

Fiir den Rest von Abschnitt 5.5 sei T eine streng minimale Theorie und M
ein Modell von T'.

Lemma 5.5.3 Sei b € M™ Tupel mit b; ¢ acl(by,...,b;—1) firi=1,...n. Sei
auferdem M’ ein weiteres Modell von T und b’ € (M')" ein Tupel, das die
analoge Bedingung zu b erfiillt. Dann ist tp(b/0) = tp(b'/0).

Satz 5.5.4 Ist M streng minimal, so hat acl die Austauscheigenschaft.

Satz 5.5.5 Sei T streng minimal. Dann sind Modelle von T bis auf Isomorphie
durch ihre Dimension klassifiziert (d.h. fir MM’ = T gilt: M =2 M' <=
dim M = dim M’ ). Auferdem existiert eine Kardinalzahl k < Xg, so dass T ein
Modell der Dimension u besitzt genau dann, wenn p > K ist.

5.6 O-minimale Strukturen

Definition 5.6.1 Sei L eine Sprache, die Loq = {<} enthdlt. Eine L-Struktur
M heifst o-Minimal, wenn sie als Loyq-Struktur ein Modell von DLO st (also
wenn ,,<* eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte auf M definiert) und
wenn jede definierbare Teilmenge von M bereits Lo.q-definierbar ist.
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Bemerkung 5.6.2 Die definierbaren Teilmengen von M sind also genau die
endlichen Vereinigungen von Punkten und Intervallen (wobei auch ein- oder
beidseitig unendliche Intervalle erlaubt sind).

Beispiel 5.6.3 Die Beispiele 5.1.7 sind o-Minimal.
Im folgenden sei M immer o-minimal.
Lemma 5.6.4 Fir jede Menge A C M gilt: dcl(A) = acl(A).

Definition 5.6.5 Wir fassen M als topologischen Raum auf mit der Intervall-
topologie, d.h. eine Teilmenge X C M heift offen, wenn zu jedem a € X
FElemente by < a < by € M existieren, so dass das ganze Intervall (by,bs) in X
liegt.

Lemma 5.6.6 Jedes (offene) Intervall I C M st definierbar zusammenhén-
gend, d. h. ist X C I definierbar und sind sowohl X als auch I\ X offen, so ist
entweder X = () oder X = 1I.

Satz 5.6.7 (Monotonie-Satz) Ist f: M — M definierbar, so existieren ag =
—00 < ap < - < Apo1 < ap = +00, so dass fir f auf jedem der offenen
Intervalle (a;—1,a;) (1 < i < n) streng monoton steigend oder streng monoton
fallend oder konstant. Auflerdem ist f auf jedem dieser Intervalle stetig.

Satz 5.6.8 In o-minimalen Strukturen hat acl die Austauscheigenschaft.

Lemma 5.6.9 (Endlichkeitslemma) Sei ¢(z,y) eine Formel, so dass fiir alle
b € M die Menge ¢(M,b) endlich ist. Dann sind die Kardinalititen dieser
Mengen beschrinkt, d. h. es ezistiert ein N € N, so dass |¢p(M,b)| < N fiir alle
be M™.

Satz 5.6.10 Ist M o-minimal und M' = M, so ist auch M’ o-minimal.

5.7 Der acl-Rang von definierbaren Mengen

In diesem Abschnitt fixieren wir eine vollstindige Theorie 7' und ein Modell
M = T. Bis auf weiteres nehmen wir an, dass acl in allen Modellen von T' die
Austauscheigenschaft besitzt.

Lemma 5.7.1 Fulls acl die Austauscheigenschaft besitzt: Sei X = ¢(M) C M™
eine definierbare Menge. Wir betrachten eine elementare Erweiterung M’ = M
und setzen X' := ¢p(M') C (M')". Auflerdem betrachten wir eine Menge A C
M', so dass X' A-definierbar ist und M’ |A|T-saturiert ist. Dann hingt das
Mazimum
max  dimgacl(zy,...,z,)
(Z1,..,xn)EX

nur von X ab, aber nicht von der Wahl von M’ und von A.

Definition 5.7.2 Fulls acl die Austauscheigenschaft besitzt: Dieses Maximum
aus Lemma 5.7.1 nennt man den Rang (oder ,acl-Rang®) von X; Notation
dafiir: vk(X) (oder vk®*). Ist X =0, so setzt man rk(X) := —co.
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Satz 5.7.3 Fulls acl die Austauscheigenschaft besitzt: Seien X, X' C M™ und
Y C M™ definierbare Mengen. Dann gilt:
(a) tk(X) =0 genau dann, wenn X endlich aber nicht leer ist.
(b) k(M) = 1.
(c¢) k(X UX") = max{rk(X), rk(X")}.
Insbesondere: X C X' = rk(X) < rk(X’).
(d) Istr € Nundist f: X — Y eine definierbare Abbildung, so dass tk(f~1(y))
r gilt fir jedes y € Y, so ist tk(X) =r + rk(Y).
Insbesondere gilt tk(X xY) = rk(X) +rk(Y), und wenn eine definierbare
Bijektion f: X — Y euxistiert, so ist tk(X) = rk(Y).

Aus dem Satz folgt insbesondere: Fiir definierbare X C M™ gilt rk X < n.

Lemma 5.7.4 Fulls acl die Austauscheigenschaft besitzt: Ist X C M™ eine defi-
nierbare Menge mit Rang > d, so existiert eine Koordinatenprojektion w: M™ —
M?, so dass w(X) Rang d hat. (Koordinatenprojektion beutet: Es existieren
1<y <---<ig<n, sodass n(z) = (zi,,...,x;,) gilt.

Beispiel 5.7.5 In o-minimalen Strukturen gilt fiir definierbare Mengen X C
M™: X hat Rang n genau dann, wenn X eine offene Box 11 x --- x I, ent-
hdlt. (Zusammen mit Lemma 5.7.4 kann man damit leicht den Rang beliebiger
definierbarer Mengen bestimmen. )

Definition 5.7.6 FEine L-Theorie T ,eliminiert 3°°% wenn zu jeder L-Formel
¢(x,y) eine L-Formel (y) existiert, so dass fir jedes Modell M = T und
jedes Tupel b € M™ gilt: M |= 1(b) genau dann, wenn unendlich viele a € M
existieren mit M = ¢(a,b).

Lemma 5.7.7 FEine Theorie T eliminiert 3°° genau dann, wenn fir jede L-
Formel ¢(x,y) eine natiirliche Zahl N existiert, so fiir jedes Modell M = T und
jedes Tupel b € M™ gilt: Entweder ¢(M,b) ist unendlich oder |¢(M,b)| < N.

Beispiel 5.7.8 Streng minimale und o-minimale Theorien eliminieren 3°°.

Satz 5.7.9 Fulls acl die Austauscheigenschaft besitzt und Th(M) 3°° elimi-
niert, ,ist der Rang definierbar®, d. h. fiir jede Formel L-Formel ¢(x,y) evistie-
ren Formeln ¥4(y) (d € N), so dass fir alle b gilt: tk(¢p(M, b)) = d genau dann,

wenn M = 1q(b) gilt.

5.8 Der Morley-Rang von definierbaren Mengen

Definition 5.8.1 Sei X C M™ eine definierbare Menge. Der Morley-Rang
MR(X) € OnU{too} wird definiert, indem man rekursiv festlegt, welche Men-
gen Morley-Rang grifier gleich a haben, fir jede Ordinalzahl oo. Wir nehmen
hierbei an, dass M Ng-saturiert ist. (Ist dies nicht der Fall, geht man zundchst
zu einer Wo-saturierten elementaren Erweiterung tber.)
(a) MR(X) > 0 genau dann, wenn X nicht leer ist. (Fir leere Mengen setzt
man MR(0) := —o0.)
(b) Fiir jede Ordinalzahl f: MR(X) > f+1 genau dann, wenn unendlich viele
disjunkte definierbare Teilmengen X; C X existieren mit MR(X;) > .
(¢) Fir Limes-Ordinalzahlen \: MR(X) > A genau dann, wenn MR(X) > 3
fiir alle B < A.
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Wenn nach dieser Definition MR(X) > § fir jede Ordinalzahl § ist, setzt man
MR(X) := oco. Man sagt auch ,X hat einen Morley-Rang® wenn MR(X) < oo
15t.

Ist X = ¢(M) (fiir eine Formel ¢(zx)), so scheiben wir statt MR(X) auch
MR(9).

Bemerkung 5.8.2 Der Morley-Rang hingt nicht vom Modell ab, in dem man
ihn berechnet: Ist ¢(z) eine L-Formel, und sind M = M’ beide Ng-saturiert, so
ist MR(6(M)) = MR(6(M")).

Fiir den Rest dieses Abschnitts nehmen wir an, dass M Ng-saturiert ist.

Bemerkung 5.8.3 Sind X undY definierbare Mengen und ist f: X — Y eine
definierbare Bijektion, so ist MR(X) = MR(Y).

Bemerkung 5.8.4 Fiir definierbare Menge X, X' C M™ gilt: MR(X U X') =
max{MR(X), MR(X")}. Insbesondere folgt aus X C X', dass MR(X) < MR(X")
15t.

Satz 5.8.5 Sei M eine Struktur, so dass acl in jeder elementar dquivalenten
Struktur M’ = M die Austauscheigenschaft besitzt (so dass also tk definiert
ist). Dann gilt fir jede definierbare Menge X C M™: MR(X) > rk(X). Ist M
streng minimal, so ist tk(X) = MR(X).

Definition 5.8.6 Sei a eine Ordinalzahl. Eine definierbare Menge X heif$t a-
streng-minimal, wenn MR(X) = « ist und wenn fiir jede definierbare Teilmenge
Y C X gilt: Entweder MR(Y) < o oder MR(X \Y) < a.

Bemerkung 5.8.7 Fine Struktur M ist streng minimal genau dann, wenn M
(als definierbare Menge) 1-streng-minimal ist.

Satz 5.8.8 Ist X eine definierbare Menge mit Morley-Rang o € On, so ldsst
sich X in endlich viele disjunkte definierbare Teilmengen Yi,...,Yy zerlegen,
die alle a-streng-minimal sind. Diese Zerlegung ist ,eindeutig bis auf Mengen
kleineren Rangs®, d.h. ist Y{,..., Y eine weitere solche Zerlegung von X, so
ist d' = d, und nach Umnummerierung gilt tk(Y;\Y/) < a und tk(Y/\Y;) < .

Definition 5.8.9 Das d aus Satz 5.8.8 nennt man den Morley-Grad von X;
Notation dafir: MD(X). Ist X = ¢(M), so setzen wir auch wieder MD(¢) :=
MD(X).

Bemerkung 5.8.10 Sind X,Y C M™ disjunkte definierbare Mengen mit MR(X) =
MR(Y), so ist MD(X UY) = MD(X) + MD(Y).

Lemma 5.8.11 Sei A C M, sei « € On und sei X eine A-definierbare -
streng-minimale Menge. Dann ist {¢(x) L(A)-Fml | MR(¢p(M) N X) = a} ein
vollstindiger Typ.

Definition 5.8.12 Den Typ aus dem vorigen Lemma nennt man den generi-
schen Typ von X tber A. Realisierungen dieses generischen Typs nennt man
iiber A generische Elemente von X.
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Lemma 5.8.13 Wir nehmen an, dass der Morley-Rang definierbar ist, d. h.
dass fiir jede L-Formel ¢(z,y) und jedes o € On eine L-Formel 14 (y) existiert,
so dass fiir alleb € M™ gilt: MR(¢p(M, 3)) = a <= M ().

Sei My < M eine elementare Unterstruktur, und p € S,(Mp) ein Typ,
der eine Formel ¢(x) enthdlt, die eine Menge ¢(M), die Morley-Rang < oo
hat. Dann ist p der generische Typ einer a-streng-minimalen Menge, fiir ein
gewisses o € On.

5.9 Total transzendente Theorien

Sei (weiterhin) M eine unendliche L-Struktur und sei T := Th(M).

Definition 5.9.1 Fine Theorie T heifst total transzendent, wenn in keinem
Modell von'T' ein unendlicher bindrer Baum von nicht-leeren definierbaren Men-
gen existiert, also definierbare Mengen Xy C M™, wobei s alle endlichen 0-1-
Folgen durchliuft, so dass fiir alle s gilt: X0 C X, X1 C X5, X0 N X1 = 0.

Satz 5.9.2 Fine Theorie T ist total transzendent genau dann, wenn jede defi-
nierbare Menge einen Morleyrang besitzt. Genauer gilt: Fine definierbare Menge
X in einer Ng-saturierten Struktur hat Morleyrang oo genau dann, wenn sie die
Wurzel eines bindren Baums von nicht-leeren definierbaren Mengen ist.

Definition 5.9.3 Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Eine Theorie T' heif§t k-
stabil, wenn fir jedes Modell M = T und jede Parametermenge A C M mit
Kardinalitat |A] < k héchstens k-viele Typen tiber A existieren. Man nennt T
stabil, wenn ein k existiert, so dass T k-stabil ist.

Satz 5.9.4 Fir eine Theorie T gelten die folgenden Implikationen:
T ist No-stabil = T ist total-transzendent = T ist k-stabil fir jedes k > |T.
Insbesondere: Ist L hdchstens abzdhlbar, so ist Ng-stabil dquivalent zu total
transzendent.

Bemerkung 5.9.5 Ist T (wie hier immer angekommen) eine vollstindige L-
Theorie mit unendlichen Modellen, so gilt |T| = max{|L|,No}.

Satz 5.9.6 Fir Theorien T sind dquivalent:
(a) T ist stabil.
(b) T ist 2*-stabil fir jedes p > |T)|.
(c) Folgendes existiert nicht: ein Modell M = T, Tupel a; € M™ fir i € N
und eine Formel ¢(z,y) so dass M = é(q;,a;) gilt genau dann, wenn
i<j.

Lemma 5.9.7 (Ramsey) Sei B eine unendliche Menge und E eine zweistel-
lige symmetrische Relation auf B. Dann existiert eine unendliche Teilmenge
A C B, so dass E(a,d’) entweder fiir alle Paare oder fiir kein Paar a,a’ € A
mit a # a’ gilt.

Lemma 5.9.8 (Erdds-Makkai) Sei B eine unendliche Menge und S C P(B)
eine Menge von Teilmengen von B mit |S| > |B|. Dann existieren Folgen b; € B
und M; € S, firi € N, so dass entweder

biEMj = <]
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oder
biEMj = i>]

fiir alle i,5 € N gilt.

Lemma 5.9.9 Fir jedes k > N existiert eine angeordnete Menge (N, <) und
eine Teilmenge A C N mit |A| < k, so dass |S1(A)| > & ist.

Beispiel 5.9.10 Wir betrachten eine Gruppe G als Struktur in der Sprache

Lingrp = {1, 71}. Ist G total transzendent, so existiert keine unendliche abstei-
gende Folge von definierbaren Untergruppen Hy 2 Hy 2D ... in G.

Beispiel 5.9.11 Ist K ein Korper der Charakteristik p, so dass nicht jedes Ele-
ment von K eine p-te Potenz ist, so ist K nicht total transzendent. Insbesondere
ist Fp(t) nicht total transzendent.

5.10 Algebraisch abgeschlossene Korper

In diesem Abschitt sei k immer ein Kérper und K ein max{|k|", R }-saturierter
algebraisch abgeschlossener Korper, der k enthédlt. Wir arbeiten in der Sprache
L= Lring~

Definition 5.10.1 Sei B C k[z] eine beliebige Menge von Polynomen. Wir de-
finieren V(B) := {a € K™ |Vf € I: f(a) = 0}. Teilmengen von K™ der Form
V(B) nennt man algebraisch (iber k) oder auch Zariski-abgeschlossen (iber
FirY C K™ beliebig setzt man I1(Y) :={f € k[z] | Va € Y: f(a) = 0}. Der
Zariski-Abschluss von'Y (iber k) ist definiert als V(I(Y)).

Bemerkung: Ist B C k[z] und I C k[z] das von B erzeugte Ideal, so ist
V(B) =V ).

Im Folgenden werden wir immer iiber k£ arbeiten und dies deshalb nicht jedes
Mal erwahnen.

Bemerkung 5.10.2 Die Zariski-abgeschlossenen Mengen machen K™ zu ei-
nem topologischen Raum. Man nennt dies die Zariski-Topologie (iber K ).
Der Zariski-Abschluss Y?* wvon Y ist der Abschluss von Y im Sinne dieser
Topologie; insbesondere ist Y algebraisch genau dann, wenn V(I(Y)) =Y gilt.

Satz 5.10.3 Fir jedes Ideal I C k[z] ist V(I) definierbar.
Im folgenden sind alle Ringe kommutativ und mit 1.

Definition 5.10.4 Fin Ring R heifst Noethersch, wenn keine unendliche auf-
stetgende Kette von Idealen Iy C Is C ... in R existiert.

Lemma 5.10.5 In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal I endlich erzeugt,
d. h. es existieren (endlich viele) ai,...,a, € R so dass I = (ay,...,an) ist.

Satz 5.10.6 Ist R ein noetherscher Ring, so ist auch R[x] noethersch. Insbe-
sondere ist k[x] noethersch.

Definition 5.10.7 Sei I C R ein Ideal.
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(a) I ist ein Primideal, I # R ist und wenn fir alle g,h € R gilt: Aus g-h € I
folgt g € I oder h € I.

(b) I ist ein Radikalideal, wenn fiir alle g € R und n > 2 gilt: Aus g™ € 1
folgt g€ I.

Bemerkung 5.10.8 Jedes Primideal ist insbesondere ein Radikalideal.

Definition 5.10.9 Fine nicht-leere algebraische Menge X C K™ heifit irredu-
zibel (dber k), wenn fir alle dber k algebraischen Teilmengen Y1,Ys C X gilt:
Falls Y1 UYy = X, so ist schon Y1 = X oder Yo = X.

Lemma 5.10.10 Sei X C K" eine algebraische Menge. Dann ist I(X) ein
Radikal-Ideal, und I(X) ist prim genau dann, wenn X irreduzibel ist.

Satz 5.10.11 (Hilberts Nullstellensatz, Version 2) Ist I C K|z] ein Ideal
und ist g € K[z] ein Polynom, so dass g™ ¢ I ist fir allen > 1, so ist V(I U

{gh) ¢ V().
Korollar 5.10.12 Die Abbildung

{Radikal-Ideale in k[z]} — {algebraische Teilmengen von K"}, I — V(I)
ist eine Bijektion; die dazu inverse Abbildung ist V — I(V).

Satz 5.10.13 Ist p € S, (k) ein Typ, so ist I(p) :={f € k[z] | (f(z) =0) € p}
ein Primideal. Diese Zuordnung definiert eine Bijektion zwischen der Menge
aller n-Typen tber k und der Menge der Primideale in k[z].

Korollar 5.10.14 Ista € K™, so ist der Zariski-Abschluss von {a} irreduzibel,
und jedes irreduzible X C K" enthdlt ein a, so dass X genau der Zariski-
Abschluss von {a} ist. (Fin solches a nennt man ein (iber k) generisches
Element von X.)

Satz 5.10.15 Seien X CY C K™ algebraische Mengen mitY irreduzibel. Dann
st tk X <rkY.

Korollar 5.10.16 Fir algebraische Mengen X C K™ sind dquivalent:
(a) X lasst sich als als Vereinigung von algebraischen Mengen Y1,Y, C X
schreiben mit kY, =1k Ys =k X und k(Y1 NYs) <tk X.
(b) X ldsst sich nicht als disjunkte Vereinigung von k-definierbaren Mengen
Y1,Ys C X schreiben mit tkY; =rkYs =1k X.

Satz 5.10.17 Jede algebraische Menge X C K" ldsst sich als Vereinigung
von endlich vielen irreduziblen algebraischen Mengen Y1, ...,Yy schreiben mit
Y; ¢ Y, fir alle i # j, und diese Y; sind durch X eindeutig festgelegt (bis auf
Reihenfolge).

Definition 5.10.18 DieY; aus Satz 5.10.17 nennt man die irreduziblen Kom-
ponenten von X.

Korollar 5.10.19 Sei X C K™ k-definierbar und sei Y der Zariski-Abschluss
von X. Dann ist rk(Y \ X) < rk(X).
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5.11 Pseudo-endliche Korper

Satz 5.11.1 Flir jede Primpotenz q := p" existiert (bis auf Isomorphie) genau
ein Korper mit q Elementen. Ist n € N keine Primpotenz, so existiert kein
Korper mit n Elementen.

Definition 5.11.2 Ist g eine Primpotenz, so wird der Kérper mit q Elementen
mit Fy bezeichnet.

Bemerkung 5.11.3 Ist g eine Potenz von p, so ist Fy = {a € leg | a? = a}.

Korollar 5.11.4 Jeder endliche Korper F, besitzt fir jedes n > 1 (bis auf
Isomorphie) genau eine Kdérpererweiterung Fy, vom Grad n, ndmlich Fgn. Die
Kérpererweiterung Fyn /Fy ist Galoissch, und die Galois-Gruppe ist isomorph zu
Z/nZ und wird von o: a — a4 erzeugt.

Definition 5.11.5 Den Automorphismus Frob,: leg — Fglg,a — aP nennt
man Frobenius- Automorphismus.

Definition 5.11.6 Wir arbeiten in der Sprache der Ringe. Wir definieren die
Theorie der pseudo-endlichen Kérper als PSF := INF U ﬂq Th(F,), wobei g iber

alle Primpotenzen liuft. Ein pseudo-endlicher Korper ist ein Modell von
PSF.

Bemerkung 5.11.7 Eine Lying-Aussage ¢ gilt in allen pseudo-endlichen Kor-
pern genau dann, wenn sie in allen hinreichend grofien endlichen Kdérpern gilt.

Satz 5.11.8 Sei F' ein pseudo-endlicher Korper. Fir jedes n > 1 besitzt F' (bis
auf Isomorphie) genau eine Kérpererweiterung vom Grad n.

Definition 5.11.9 Fin Korper K heifst perfekt, wenn
e char K = 0 ust, oder
e char K = p ist und jedes Element von K eine p-te Wurzel besitzt.

Satz 5.11.10 Ein Kérper K ist perfekt genau dann, wenn jede algebraische Er-
weiterung von K separabel ist. Auferdem gilt: Jede separable Kirpererweiterung
L/K wird von einem Element erzeugt.

Satz 5.11.11 (Satz vom primitiven Element) Ist L/K eine separable Kor-
pererweiterung, so existiert ein a € L, so dass L = K(a) ist.

Satz 5.11.12 Alle endlichen Kérper sind perfekt.
Korollar 5.11.13 Alle pseudo-endlichen Kérper sind perfekt.

Definition 5.11.14 Ein Kérper F' heif$t pseudo-algebraisch-abgeschlossen
(kurz PAC), wenn fiir jede iiber F algebraische Menge V C (F28)"  die diber
F8 jrreduzibel ist, gilt: V N F™ # ().

Satz 5.11.15 Pseudo-endliche Korper sind pseudo-algebraisch-abgeschlossen.

Satz 5.11.16 Ein Koérper F ist pseudo-endlich genau dann, wenn folgendes
gilt:
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(a) Fiir jedes n > 1 besitzt F' (bis auf Isomorphie) genau eine Kdrpererweite-
rung vom Grad n.

(b) F ist perfekt.

(¢) F ist pseudo-algebraisch-abgeschlossen.

Satz 5.11.17 (Lang-Weil) Fir jedes n > 1 und jedes d > 1 existiert ein
C € R, so dass folgendes fiir jede Primpotenz q gilt: Ist V C (F;lg)” eine uber
F, algebraische Menge, die durch (beliebig viele) Polynome vom Grad hoch-
stens d definiert wird, und ist V irreduzibel tiber Fglg, so ist ||V NFy| - quv‘ <
quk V—%.

Satz 5.11.18 Seien Fy,Fy = PSF pseudo-endliche Korper, und sei F! die
Menge der Elemente von F;, die algebraisch tiber dem Primkérper von F; sind.
Dann ist Fy = Fy genau dann, wen F| = Fj.

Satz 5.11.19 Modulo PSF ist jede Formel ¢(z) dquivalent zu einer boolschen
Kombination von Formeln der Form 3t: ¢ (x,t), wobei ¥ (z,t) quantorenfrei ist.

Satz 5.11.20 In jedem pseudo-endlichen Korper hat acl die Austauscheigen-
schaft. Auflerdem wird 3°° von PSF eliminiert.

Korollar 5.11.21 Zu jeder Lying-Formel ¢(z) existiert eine endliche Menge
R C NU{—o00}, so dass fiir jeden pseudo-endlichen Korper F gilt: tk(¢(F)) C R.

Satz 5.11.22 Fiir jede Ring-Formel ¢(z) existiert eine endliche Menge R C

(NU {—o0}) x Q, so dass fiir jede Primpotenz q ein (r,u) € R existiert mit
||V 8 Fqn| _ quV| < C«quV—%'
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Modelltheorie 1

6 Stabilitatstheorie

Im gesamten Kapitel ist L eine Sprache und T eine vollsténdige L-Theorie mit
unendlichen Modellen. Wenn nicht anders angegeben ist M ein Modell von T'.

6.1 Monstermodelle

Im gesamten Abschnitt ist x eine unendliche Kardinalzahl.

Definition 6.1.1 Die Struktur M heifit stark k-homogen, wenn fiir jede Teil-
menge A C M mit |A|] < k gilt: Jede elementare Bijektion A — A" C M ldsst
sich zu einem Automorphismus von M fortsetzen.

Notation 6.1.2 Wir schreiben Aut(M) fir die Menge aller Automorphismen
von M. Kann M als Struktur in verschiedenen Sprachen aufgefasst werden, so
schreiben wir auch Auty (M) fir die Automorphismen von M als L-Struktur.
Ist A C M, so schreiben wir

AutA(M) := Autp4)(M) = {a € Aut(M) | Va € A: a(a) = a}

fir die Menge der Automorphismen tiber A. Fpr Tupel a € M™ setzen wir
Auty(M) = Autyg, 6,3 (M).

Lemma 6.1.3 Sei M stark k-homogen, und sei A C M mit |A| < k. Dann gilt
fir by, by € M™: tp(by/A) = tp(by/A) genau dann, wenn ein Automorphismus
a € Aut4(M) dber A existiert mit c(by) = by.

Satz 6.1.4 Sei k eine unendliche Kardinalzahl. Jede Theorie T besitzt ein Mo-
dell, das k-saturiert und stark k-homogen ist.

Definition 6.1.5 Die Struktur M heifst speziell wenn, sie sich als Vereinigung
M = UMQ€ M, einer elementaren Kette von Unterstrukturen schreiben ldsst,

wobei k = |M)| ist, p die Kardinalzahlen kleiner als k durchliuft und M, p*-
saturiert ist. (Elementare Kette bedeutet, dass M, < M, gilt fir alle p <

)

Definition 6.1.6 Sei « eine Limes-Ordinalzahl. Fine Menge A C « heifit ko-
final (in a), wenn sup A = « gilt. Die Kofinalitdt cf(«) einer Ordinalzahl k
ist die kleinste Kardinalitdt einer kofinalen Teilmenge von . Eine Kardinalzahl
K heifit reguldr, wenn cf(k) = k gilt.

Lemma 6.1.7 Jede Kardinalzahl der Form k™ ist regulér.

Lemma 6.1.8 Sei u eine unendliche Kardinalzahl, so dass 2# > max{|M|, |L|}
ist. Dann existiert eine elementare Erweiterung von M der Kardinalitdt 2+, die
wt-saturiert ist.

Satz 6.1.9 Fir jede Kardinalzahl ko existiert ein spezielles Modell M =T, so
dass cf(JM|) > ko ist.
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Bemerkung 6.1.10 Ist M als L-Struktur speziell und ist Ly C L, so ist M
auch als Lq-Struktur speziell.

Lemma 6.1.11 Ist M als L-Struktur speziell und hat A C M Kardinalitdt
kleiner als cf(JM|), so ist M auch als L(A)-Struktur ein speziell.

Satz 6.1.12 Seien M und M’ elementar dquivalente Strukturen der gleichen
Kardinalitit, die beide speziell sind. Dann sind M und M’ schon isomorph.

Korollar 6.1.13 Ist M speziell und cf(|M|) = &, so ist M k-saturiert und
stark k-homogen.

Definition 6.1.14 Wir werden oft implizit eine (grofe) unendliche Kardinal-
zahl k > |L| festlegen. Ein (k-)Monstermodell einer Theorie T ist ein speziel-
les Modell M mit cf(|JM]) > k. Fine Teilmenge A C M heifst (k-)klein, wenn
|A| < K ist.

Satz 6.1.15 Sei M ein Monstermodell (fir x > |L|), sei Ly C L, und sei
X C M™ L-definierbar. Dann ist X Lg-definierbar genau dann, wenn fir jedes
a € Autp (M) gilt: a(X) = X.

Korollar 6.1.16 Sei M ein Monstermodell, sei A C M klein, und sei X C M™
definierbar. Dann ist X A-definierbar genau dann, wenn fir jedes o € Aut 4 (M)
gilt: a(X) = X.

Korollar 6.1.17 Sei M ein Monstermodell und sei A C M klein. Dann gilt
fiirbe M:

(a) b e dcl(A) genau dann, wenn b von ganz Auta(M) fiziert wird.

(b) b € acl(A) genau dann, wenn die Bahn von b unter Aut (M) endlich ist.

6.2 Mehrsortige Sprachen

Definition 6.2.1 Fine mehrsortige Sprache L unterscheidet sich von einer
einsortigen Sprache (d.h. Sprache im Sinne von Definition 1.1.1) wie folgt:
(a) Es gibt zusdtzliche eine Menge von Sortensymbolen. (Manchmal werden
die Sortensymbole auch einfach nur Sorten genannt.)
(b) Jedem Konstantensymbol ¢ is ein Sortensymbol S zugeornet; Notation:
ces).
(¢) Jedem m-stelligen Funktionssymbol f ist ein (n + 1)-Tupel S1,...,Sn, S’
von Sortensymbolen zugeornet; Notation: f: S1 X --- x S, — §’.
(d) Jedem m-stelligen Relationssymbol R ist ein n-Tupel Sy,...,S, von Sor-
tensymbolen zugeornet; Notation: R C S1 X -+ X S,,.

Definition 6.2.2 Sei L eine mehrsortige Sprache. Eine (mehrsortige) L-Struktur
M besteht aus:
e fiir jedes Sortensymbol S: eine nicht-leere Menge S™M ;
e fiir jedes Konstantensymbol c € S: ein Element cM € SM;
e fiir jedes Funktionsymbol f: Sy x---xS, — S': eine Funktion fM: T],., SM —
(S/)M ;
e fiir jedes Relationssymbol R C Sy x ---x S,,: eine Menge RM C IL<. SM.
Die Mengen S™ nennt man die Sorten von M. Die Grundmenge M von M
ist die (disjunkte) Vereinigung aller Sorten von M.
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Definition 6.2.3 Homomorphismen, Einbettungen, Isomorphismen, etc. von
mehrsortigen Strukturen werden wie erwartet definiert. (Ein Homomorphismus
f: M — M’ ist insbesondere eine Abbildung M — M’, die die Sorten respek-
tiert.)

Definition 6.2.4 Die Definition von Termen und Formeln (Definition 1.2.1)
wird wie folgt auf mehrsortige Sprachen verallgemeinert:

o Jeder Variable x und jedem Term t(x) ist eine Sorte S zugeornet. (No-
tation: © € S bzw. t(x) € S). Insbesondere haben Quantoren die Form
,dx € S oder ,Nxr € S«

e Funktionen und Relationen kénnen nur auf Terme der richtigen Sorte
angewandt werden. (Z.B.: Ist f: S1 X --- x S, — 5" ein Funktionssymbol
und st t; ein Term der Sorte S; firi = 1,...n, so ist f(t1,...,t,) ein
Term der Sorete S'.)

o Gleichheit (,t1 = to“) darf nur fir Terme der gleichen Sorte verwendet
werden.

Definition 6.2.5 Die Interpretation von mehrsortigen Termen und Formeln in
einer Struktur M wird auf naheliegende Weise verallgemeinert. Insbesondere:
Sei x = (1,...,2,) € 51 X -+ XSy
e Ein Termt(z) der Sorte S" wird als eine Funktion S{'x---x SM — (§")M
interpretiert.
e Eine Formel ¢(x) definiert eine Menge p(M) C SM x -+ x SM.
o Mit einer ,definierbaren Menge X C M"™“ ist immer eine Teilmenge
von S x -+ x SM gemeint, fiir gewisse Sorten Sy, ..., S,.

Von nun an diirfen Sprachen, Strukturen, Formeln, Theorien, etc. immer
mehrsortig sein.

Notation 6.2.6 Ist x ein n-Tupel von Variablen (in vorgegebenen Sorten) und
A eine Teilmenge einer Struktur, so schreiben wir (statt S, (A)) jetzt Sy(A) fir
die Menge der vollstindigen Typen iber A in den Variablen x.

6.3 Imaginire Elemente und Imaginirenelimination

Wie immer sei L eine Sprache, T eine vollstdndige L-Theorie und M |= T ein
(unendliches) Modell.

Definition 6.3.1 (a) Wir definieren eine neue Sprache LY D L wie folgt:
Fiir jede (-definiarbare Aquivalenzrelation ~ auf I, SM fiihren wir eine
Sorte S~ und ein Funktionssymbol m.: [], S; = S~ ein.

(b) Wir definieren die L°Y-Struktur M1 wie folgt:
e Die Symbole aus L werden in M genauso wie in M interpretiert.
(Insbesondere ist M C M*®9.)
e Sind S;,~, S~ wic in (a), so setzen wir SM™ := (I, SM™)/~, und
7~ ist die kanonische Abbildung []; SM™ — SM™.
(¢) Die L°Y-Theorie T ist definiert als die Theorie von M°®Y.

Die oben neu eingefiihrten Sorten S. mnennt man imagindre Sorten von
M (oder von L). Elemente von imagindaren Sorten nennt man imagindre Ele-
mente von M. Definierbare Teilmengen von (M®1)™ nennt man tmagindre
definierbare Mengen in M. Die Sorten von M, die bereits in M existie-
ren, nennt man Heim-Sorten.
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Bemerkung 6.3.2 In der obigen Definition hingt LY hdangt von T aber nicht
von M ab.

Lemma 6.3.3 Ist x ein Tupel von Variablen mit Sorten von M, so existiert zu
jeder L*4-Formel ¢(z) eine L-Formel ¢'(z), die (in M) zu ¢ dquivalent ist.

Bemerkung 6.3.4 Jede LY (M®Y)-definierbare Teilmenge von M™ bereits L(M)-
definierbar.

Notation 6.3.5 Ist A C M, so schreiben wir dcl®d(A) fir den definierbaren
Abschluss von A in M°Y und acl®(A) fir den algebraischen Abschluss von A in
Mea,

Bemerkung 6.3.6 Es gilt: dcl®d(M) = M*®9. Insbesondere ist jede L°I(M°9)-
definierbare Teilmenge von M™ bereits L(M)-definierbar.

Lemma 6.3.7 Die Theorie T°Y hingt nur von T, aber nicht von der Wahl von
M E T ab. Sie ist dgquivalent zur Theorie, die man aus T erhdlt, indem man
fir alle S;, ~, S~ wie in Definition 6.3.1 die folgenden zwei Aussagen hinzufigt:

Vo' € S.3x € HSi: 7 (x) = 2’

und

Vz,y € HSi: (me(z) = m(y) &z~ y).
i
Bemerkung 6.3.8 Die Zuordnung M — MY eine Bijektion zwischen den

Modellen von T und den Modellen von T°Y. (Diese Zuordnung erhdlt diverse
gute Eigenschaften von Modellen.)

Definition 6.3.9 Eine Struktur M (bzw. ihre Theorie Th(M)) hat uniforme
Imagindren-Elimination (UIE), wenn fir jede (-definierbare Aquivalenzre-
lation ~ auf X =[], SM eine (-definierbare Abbildung f: X — M™ existiert,
so dass fir a,a’ € X gilt: f(a) = f(a’) genau dann, wenn a ~ a.

Satz 6.3.10 Sei M beliebig. Dann hat M uniforme Imagindren-Elimination.

Definition 6.3.11 Tupela € M™ undb € M™ heiffen interdefinierbar, wenn
sowohl @ € dcl(b) als auch b € dcl(a) ist. (Hierbei ist a € dcl(b) eine Kurz-
schreibweise fir ay, ..., a, € dcl(b).)

Bemerkung 6.3.12 Das ist dazu dquivalent, dass eine (-definierbare Bijektion
f: X =Y existiert mita€ X,beY und f(a) =b. Ist M ein Monster, so ist
dies auch dquivalent zu: Aut, (M) = Auty(M).

Bemerkung 6.3.13 Hat T uniforme Imaginaren-Elimination, so gilt in jedem
Modell M |= T: Jedes imagindre Element ist interdefinierbar zu einem Tupel
aus (M)™. Diese Eigenschaft von T nennt man (nicht-uniforme) I'magindren-
Elimination. Man sagt, M hat (nicht-uniforme) Imagindren-Elimination,
wenn dies fiir Th(M) gilt.
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6.4 Codes fiir definierbare Mengen

Definition 6.4.1 Sei X C M™ definierbar. Ein Tupel a € M™ heifst Code fiir
X, wenn eine Formel ¢(x,y) existiert, so dass fir alle a’ € M™ gilt: p(M,a’) =
X genau dann, wenn a’ = a ist.

Bemerkung 6.4.2 Sei ¢(z) eine L(M)-Formel. Ob ein Tupel ein Code von
o (M) ist, wird beim Ubergang zu elementaren Erweiterungen erhalten, und auch
ob (M) einen Code besitzt.

Lemma 6.4.3 Sei M ein Monstermodell, set X C M™ definierbar, und sei
a € M™. Dann ist a ein Code fir X genau dann, wenn Aut,(M) = {a €
Aut(M) | a(X) = X} ist.

Lemma 6.4.4 Sei X C M"™ definierbar und a ein Code fiir X. Dann gilt fir
alle b:

(a) X ist b-definierbar genau dann wenn a € dcl(b).

(b) b ein Code fiir X genau dann, wenn b und a interdefinierbar sind.

Satz 6.4.5 M hat Imagindren-Elimination genau dann, wenn fir jede elemen-
tare Erweiterung M’ = M gilt: Jede in M’ definierbare Menge besitzt einen
Code.

Bemerkung 6.4.6 FEs reicht, als M’ ein Monstermodell zu betrachten.

6.5 Lokale Stabilitat

Sei weiterhin L eine Sprache (evtl. mehrsortig), M eine L-Struktur und 7" =
Th(M). Wir nehmen an, dass M ein Monstermodell ist.

Definition 6.5.1 Ist p ein (partieller) Typ tiber einer Menge B und A C B, so
ist die Einschrdinkung von p auf A definiert als p|la = {¢ L(A)-Formel | p =

¢}

Notation 6.5.2 Im Folgenden werden wir fiir Formeln 6(z,y) oft 6(x;y) schrei-
ben. Das Semikolon ist nur dazu da, um die Variablen in zwei Gruppen aufzu-
teilen und hat sonst keine Bedeutung. Wir setzen 6(y;x) = 6(z;y),

Definition 6.5.3 (a) Eine Formel 6(z;y) heifit stabil, wenn in M keine Fol-
gen a;,b; existieren (i,j € N), so dass

M d(a;b5) <= i <.
(b) Die Theorie T heifst stabil, wenn jede L-Formel stabil ist.

Bemerkung 6.5.4 Wenn 6(z;y) stabil ist, existiert eine Schranke N € N, so
dass keine Folgen (a;)i<n, (b;)i<n der Linge N existieren, die die Bedingung
aus Definition 6.5.3 (a) erfiillen.

Definition 6.5.5 Sei x := (z;);cs ein (mdglicherweise unendliches) Tupel von
Variablen. Ein Typ p in x ist eine mazximale konsistente Menge von Formeln
¢(ziy, ..., xi, ). Fine Realisierung eines solchen Typs p ist ein Tupel (a;)icr, SO
dass fir alle p(xiy, ..., x;,,) € p gilt: M = ¢(as,, ..., a;,). Die anderen Teile von
Definition 5.2.1 (Typ dber A, partieller Typ, Implikation, tp((a;)icr)) werden
analog verallgemeinert.
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Bemerkung 6.5.6 Ist M k-saturiert, A C M mit |A| < k und x = (2;)iers
mit |I| < K, so ist jeder Typ in x in M realisiert.

Lemma 6.5.7 Sind 61(z;y) und d2(x;y) stabil, so auch 01, =01, 61 V b9 und
01 N da.

Lemma 6.5.8 Fir Theorien T gilt: T ist stabil genau dann, wenn T stabil
15t.

Von jetzt an sei §(x;y) eine feste L-Formel, wobei z ein n-Tupel und y ein
m-Tupel ist.

Definition 6.5.9 Sei B C M.

(a) Fine Instanz von 6 ist eine Formel der Form 6(x;b), firbe M™.

(b) Fine §-Formel ¢(z) iber B ist eine L(B)-Formel, die dquivalent zu einer
(endlichen) boolschen Kombination von Instanzen von ¢ ist. (Die Instan-
zen missen nicht L(B)-Formeln sein.)

(¢) Ein (vollstindiger) 6-Typ tber B ist eine maximale konsistente Menge p
von §-Formeln iber B. Die Menge aller §-Typen iber B wird mit Ss(B)
bezeichnet. Lisst man die Forderung ,,mazimal® weg, so nennt man p einen
partiellen §-Typ.

(d) Ist @ € M"™, so ist der 6-Typ von a tber B definiert als tps(a/B) =
{é(z) §-Formel iiber B | M = ¢(a)}.

(e) Die Einschrankung eines (partiellen) Typs p auf § ist p|s := {¢ d-Formel |

pE ¢}

Definition 6.5.10 Sei Mg < M und p € Ss(My). Fine §-Definition von p
ist eine Formel (y) € L(My), so dass gilt: (M) = {b € My | 6(z,b) € p}.

Ist diese Formel ¥(y) eine L(A)-Formel, fir A C My, so sagen wir p ist iiber
A d-definierbar.

Bemerkung 6.5.11 Ist My < M; und B C My, so ist eine 0-Formel ¢(x)
dber B in M1“ (d.h. ¢ ist dquivalent zu einer boolschen Kombination von
Instanzen von § mit Parametern aus My ) bereits eine 6-Formel iber B ,jin Mg“
Insbesondere: Wenn ein §-Typ p € Ss(My) eine 0-Definition 1(y) besitzt, dann
wird p durch ¥ (y) schon vollstindig festgelegt. B

Lemma 6.5.12 Ist My < My und A C My, so definiert die Einschrinkungs-
abbildung S5(My) — Ss(Mo),p — p|um, eine Bijektion von den A-definierbaren
0-Typen tber My zu den A-definierbaren 6-Typen tber M.

Satz 6.5.13 Sei §(x;y) stabil, Mo < M und p € Ss(Mp). Dann besitzt p eine
§-Definition tiber My, die eine positive boolsche Kombination von Instanzen von
§ ist, also von Formeln der Form 6(y;a;) = 6(a;;y). Ist A C My so, dass My
|A|*-saturiert ist und ist p' € Sy(Mo) mit p = p'|s, so kénnen die a; aufedem
so gewdhlt werden, dass a; = p/|a‘C1(AU{QO7'“1Qi—1})'

Satz 6.5.14 Folgende Bedingungen an 6(x;y) sind dquivalent:
(a) d(z;y) ist stabil. B
(b) Fiir jedes Modell Mg |= T besitzt jeder 5-Typ p € Ss(My) eine §-Definition.
(¢) Fir jede Kardinalzahl k > |T)|, jedes Modell My =T und jede Parameter-
menge A C My mit |A] < k gilt: |S5(A)| < k.
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(d) Es emistiert eine Kardinalzahl k > |T| und ein k*-saturiertes Modell
Mo E T, so dass fir jede Parametermenge A C My mit |A| < k gilt:
|Ss(A)] < k.

6.6 Lokales Gabeln

Wir nehmen weiterhin an, dass M ein Monstermodell ist. Aufierdem nehmen
wir ab jetzt an, dass M uniforme Imagindren-Elimination besitzt. Desweiteren
fixieren wir fir den gesamten Abschnitt eine stabile Formel §(z;y) (fiir ein n-
Tupel 2 und ein m-Tupel y). B

Satz 6.6.1 Sei My < M klein, B C My und a € M™. Dann existiert ein
a € M™ mit tp(a'/B) = tp(a/B), so dass tps(a’/My) eine §-Definition diber
acl(B) besitzt.

Definition 6.6.2 Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren den Cantor-
Bendizon-Rang CBx(p) € OnU{oo} eines Punktes p € X durch die Be-
dingung, dass CBx(p) = « ist genau dann, wenn p isoliert ist in {¢ € X |
CBX (q) Z a}.

Lemma 6.6.3 Sei X ein kompakter topologischer Raum und X = {qg € X |
CBX (q) = OO}
(a) Ist Xoo =0, so existiert o := max{CBx (p) | p € X} € On, und die Menge
{p € X | CBx(p) = a} ist endlich.
(b) X enthdalt keine in X isolierten Punkte.

Lemma 6.6.4 Sei B C M.
(a) Die Mengen der Form

6] :={p€ Ss(B)|pt o}  fir¢(x) d-Formel iber B

bilden die Basis einer Topologie auf X := Ss(B).
(b) Mit diese Topologie ist X Hausdoff, kompakt und total unzusammenhdn-
gend.
(¢) Fir alle p € X ist CBx(p) < oo.
(Fiir (a) und (b) wird die Annahme, dass 0 stabil ist, nicht bendtigt.)

Bemerkung 6.6.5 Ist ¢(x) eine beliebige L(M)-Formel, so ist {p € S5(B) |
pU{o} ist konsistent} abgeschlossen.

Definition 6.6.6 Sei C C B C M, sei p € S5(C) und sei ¢ € Ss(B) eine
Fortsetzung von p. Wir sagen, dass q eine nicht-gabelnde Fortsetzung von
p (auf B) ist, wenn ein Modell My < M mit B C My existiert und eine
Fortsetzung von q zu einem Typ § € Ss(My), der dber acl(C) d-definierbar ist.
Ist @ € M™ und tps(a/B) eine nicht-gabelnde Fortsetzung von tps(a/C), so

sagen wir auch a ist iber C §-unabhdngig von B. Notation dafir: a \L(SC B.

Bemerkung 6.6.7 Ob G existiert, ist unabhdngig von der Wahl von My. Ins-

besondere gilt, fiir Modelle My < M und C C My: a ch My genau dann, wenn
tps(a/My) tber acl(C) 0-definierbar ist.
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Korollar 6.6.8 (von Satz 6.6.1) Fir kleine C C B C M und fiir a € M"
gilt: Es existiert ein o/ € M™ mit tp(a’/C) = tp(a/C), so dass @ \L(SC B gilt.
Insbesondere besitzt jeder 0-Typ tiber C eine nicht-gabelnde Fortsetzung auf B.

Satz 6.6.9 Fir C C B C M klein und a € M™ gilt a ch B genau dann, wenn
fiir jedes Modell My < M mit B C My und fir jede Fortsetzung ¢ € Ss(Moy)
von tps(a/B) gilt: Besitzt § eine §-Definition tiber acl(B), so besitzt ¢ auch eine
d-Definition iber acl(C').

Lemma 6.6.10 Sei Mo < M, sei p(x) € S5(Mo) und sei q(y) € Ss(My). Sei
¢(y) die 6-Definition von p (nach Satz 6.5.13 eine §-Formel) und (x) die §-
Definition von q (nach Satz 6.5.13 eine §-Formel). Dann ist $(y) € q(y) genau
dann, wenn (x) € p(zx) ist. a

~— —

Satz 6.6.11 Ist C' = acl(C) C B, so besitzt jeder 0-Typ p € S5(C) genau eine
nicht-gabelnde Fortsetzung auf B.

Korollar 6.6.12 Ist B = acl(B) C M und p € S5(B), so werden alle nicht-
gabelnden Fortsetzungen q € Ss(My) von p auf alle Modelle My < M mit
B C My durch die selbe L(B)-Formel definiert.

Lemma 6.6.13 Sei B C M klein und sei p € S5(B).
(a) Dann existieren nur endlich viele Fortsetzungen von p zu 6-Typen q €
Ss(acl(B)).
(b) Sind q1,q2 € Ss(acl(B)) solche Fortsetzungen, so existiert ein Automor-
phismus o € Autg(M) mit a.(q1) = qa.

Korollar 6.6.14 Sind D C C C B C M und a € M", so gilt a JfD B genau
dann, wenn sowohl a JfD C als auch a ch B gilt.

6.7 Ununterscheibare Folgen

In diesem Abschnitt sei M weiterhin ein Monstermoell mit 7' = Th(M). (Wir
machen aber keine weiteren Annahmen.; insbesondere muss M keine Imaginéren-
Elimination haben.)

Definition 6.7.1 Sei I eine unendliche angeordnete Menge und (a;)icr eine
mit I indizierte Folge von Tupeln a;, € M™.
(a) Der Ehrenfeuchit- Mostowk:sz-Typ von (a;)icr die Formelmenge EM((a;)icr)
(in (z;)ien) bestehend aus den L-Formeln ¢(zq,...,xz;), so dass fir alle
iy < -o-<igin I gilt: M= ¢(a;,, ... a;,)-
(b) Die Folge (a;)icr heifit Folge von ununterscheidbaren Tupeln (oder
kurz: ununterscheidbare Folge), wenn fir jede L-Formel ¢(z,...,x;,)

und alle iy < -+ < und j1 < --- < jg in I gilt:

ME 9(a;,,---a;) —= M= dlaj,,---5a;,)

Ist A C M, so heifit (a;)icr tber A ununterscheidbar, wenn sie unun-
terscheidbar in der Sprache L(A) ist.

Bemerkung 6.7.2 EM((q,)icr) ist ein partieller Typ (iber ). Ist (a;)icr un-
unterscheidbar, so ist EM((q;)icr) sogar ein vollstindiger Typ.
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Nachtrag: Ununterscheidbar {iber A
Bem: uu kénnte man auch ausdriicken als: tp(a;) = tp(a;)

Bemerkung 6.7.3 Ist (a;)icr ununterscheidbar, ¢ eine Formel und T stabil,
so gilt sogar fiir beliebige paarweise verschiedene i1,...ix € I und beliebige
paarweise verschiedene ji,...J € 1:

ME ¢la;,,...,0;,) = MEg,,....q;)

) 2

Satz 6.7.4 (Standard-Lemma) Seien I und J kleine unendliche angeordne-
te Mengen und sei (a;);cr eine beliebige Folge von Tupeln a € M™. Dann exi-
stiert eine ununterscheidbare Folge von Tupeln (bj)jeJ, so dass EM((a;)icr) C
EM((b))je) gilt.

Lemma 6.7.5 (Ramsey) Sei A eine unendliche Menge, n € N, sei P,(A)
die Menge der n-elementigen Teilmengen von A, F eine endliche Menge und
f: Pu(A) — F eine beliebige Abbildung. Dann ezistiert eine unendliche Teil-
menge A" C A, so dass f auf P, (A") konstant ist.

Definition 6.7.6 Sei A C M eine belicbige Menge. Ein partieller Typ X(x)
iiber M heifit in A endlich erfiillbar, wenn fiir jede Formel ¢(z) € X(z) ein
a € A™ existiert mit M = ¢(a).

Lemma 6.7.7 Seien My < My Modelle, p € Sy(M1) und seien a; € M}
Tupel mit a; = playuia,.....a, ,}» fir i@ € N. Wir nehmen an, dass p in Mo
endlich erfillbar ist. Dann ist die Folge (a;);en ununterscheidbar.

Ab jetzt nehmen wir wieder an, dass M uniforme Imaginédren-Elimination
besitzt, und wir fixieren wieder eine stabile Formel §(z;y).

Satz 6.7.8 Seien My < M klein, sei p € Ss5(M) iber My definierbar und
sei a € M™ eine Realisierung von p|py,. Dann ezistiert eine iber My ununter-
scheidbare Folge von Tupeln a;, € M™ mit tp(a;/Mo) = tp(a/My) (firi € N), so
dass sich die 6-Definition von p als positive boolsche Kombination der Formeln
d(a;;y) schreiben lasst.

Lemma 6.7.9 Sei My < M klein und p € Ss(M). Dann sind dquivalent:
(a) p ist dber My d-definierbar.
(b) p ist in My endlich erfillbar.
(c) Ist g € Sp(My) ein Typ, so dass p U q konsistent ist, so ist pUq in My
endlich erfillbar.

6.8 Generische Formeln

Sei M weiterhin ein Monstermodell. Jetzt nehmen wir wieder an, dass M unifor-
me Imaginédren-Elimination besitzt, und wir fixieren wieder eine stabile Formel

oz y).

Definition 6.8.1 Sei C C M klein. Wir sagen 6(z;b) ist generisch iber C
wenn die Formelmenge {0(z; (b)) | a € Autacy)(M)} endlich erfiillbar ist.
Wir nennen dann auch die definierbare Menge 5(M;b) generisch iber C.
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Satz 6.8.2 Sei C = acl(C) C M klein und b € M™. Dann sind dquivalent:

(a) 0(z;b) ist generisch iber C.

(b) Fiir jede iber C' ununterscheidbare Folge (b;)ien mit tp(b;/C) = tp(b/C)
ist die Formelmenge {0(z;b;) | i € N} endlich erfillbar.

(c) FEs existiert ein a € §(M;b) mit a ch CuUb.

(d) Ex existiert eine L(C)-Formel x(x), die erfillbar ist und dquivalent zu
einer (nicht-trivialen) positiven boolschen Kombination von Formeln der
Form 6(z;b;) st mit tp(b;/C) = tp(b/C).

(e) Ist ¢(x) die (nach Korollar 6.6.12 eindeutige) 0-Definition einer nichi-
gabelnden Fortsetzung von tpz(b/C) auf ein Modell Moy < M mit My D C,
s0 ist p(My) # 0.

(f) Fir jedes Modell Mo < M mit C C My (aber nicht notwendigerweise
be M) ist S(M;b) N MG # 0.

Definition 6.8.3 Sei C' C M klein, sei ¢(z,y) eine beliebige L-Formel und sei
be M™.

(a) Man sagt, dass ¢(z,b) iber C teilt, wenn ein k € N und Tupel b, € M™
(i € N) existieren mit tp(b;/C) = tp(b/C) fir alle i, so dass fiir jede k-
elementige Menge Iy C N die Formelmenge {¢(z,b;) | i € Iy} inkonsistent
181.

(b) Man sagt, dass ¢(x,b) tiber C gabelt, wenn ¢(x,b) dquivalent zu einer
Disjunktion von endlich vielen L(M)-Formeln ist, die alle Gber C' teilen.

Bemerkung 6.8.4 Unter den Voraussetzungen aus Satz 6.8.2 sind die dortigen
Bedingungen auflerdem dquivalent zu:

(g) 0(z;b) teilt nicht iber C.

(h) d(z;b) gabelt nicht iber C.

Satz 6.8.5 Seien C C B C M klein und p € Ss(B). Dann ist p eine nicht-
gabelnde Fortsetzung von p|c genau dann, wenn jede Formel ¢(x) € p generisch
tber C' ist.

6.9 Globales Gabeln

Wir nehmen weiterhin an, dass M ein Monstermodell mit Imaginérenelimina-
tion ist. In diesem Abschnitt nehmen wir auerdem an, dass Th(M) stabil ist.

Notation 6.9.1 Ist A C M eine Menge und a = (a;);cs ein Tupel, so meinen
wir mit A = a, dass die Menge A genau aus den Eintrdgen von a besteht.

Definition 6.9.2 Seien C C B C M und I eine (mdglicherweise unendliche)
Indexmenge.

(a) Sei x = (x;)ier ein Tupel von Variablen, sei p € Sz(C) und sei ¢ €
Sz (B) eine Fortsetzung von p. Wir sagen, dass q eine nicht-gabelnde
Fortsetzung von p (auf B) ist, wenn jede Formel ¥(x) € q generisch
tiber C ist.!

(b) Sei a = (a;)ier € M!. Wenn tp(a/B) nicht-gabelnde Fortsetzung von
tp(a/C) ist, so sagen wir auch g ist iber C' unabhdngig von B. Notation
dafiir: a LC B.

st T nicht stabil, so verlangt man ,i) gabelt nicht iiber C“ statt ,) generisch iiber C“.
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(c) Sind A,B,C C M beliebige Mengen, so sagen wir, A ist iber C unab-
hingig von B (Notation dafir: A |, B), wenn a |, (BUQ) gilt, fir
ein Tupel a = A.

Bemerkung 6.9.3 Der Typ q ist eine nicht-gabelnde Fortsetzung von p genau
dann, wenn fiir jedes endliche Teiltupel ' von x und fiir jede Formel 6(z';y)
gilt: q|s ist eine nicht-gabelnde Fortsetzung von pls.

Bemerkung 6.9.4 Folgende Aussagen sind dquivalent, fir A, B,C C M:
(a) AL, B
(b) Fiir jedes n € N ist jede (BUC)-definierbare Menge X C M™ mit XNA™ #
0 generisch ber C.
(¢c) Fiir jede Formel 6(x;y) und jedes Tupel a € A™ ist tps(a/(BUC)) nicht-
gabelnde Fortsetzung von tpg(a/C).

Bemerkung 6.9.5 Ist M eine Struktur mit stabiler Theorie, die nicht notwen-
digerweise Imagindrenelimination besitzt, so kann man A LC B definieren (fir
A, B,C C M), indem man in M4 arbeitet.

Bemerkung 6.9.6 Fiir Mengen A,B,C C M gilt A J,C B genau dann, wenn
in der Sprache L(C) gilt: A J/Q) B.

Satz 6.9.7 Seien A, B,C, D C M klein, und sei a = A ein Tupel.

(a) (Existenz) tp(a/C) besitzt eine nicht-gabelnde Fortsetzung auf BUC, d. h.
es existiert ein a', so dass tp(a'/C) = tp(a/C) ist und o’ |, B gilt.

(b) (FEindeutigkeit) Ist C = acl(C), so besitzt tp(a/C') genau eine nicht-gabelnde
Fortsetzung auf BU C.

(¢) (Beschrinktheit) Im Allgemeinen besitzt tp(a/C) mazimal 27| viele nicht-
gabelnde Fortsetzungen auf BUC'.

(d) (Transitivitit und Monotonie) Ist D C C' C B, so gilt: A |, B genau
dann, wenn A J,D C und A J,C B.

(e) (Symmetrie) A |, B genau dann, wenn B L, A.

(f) (Endlicher Charakter) A |, B genau dann, wenn fir jede endliche Teil-
menge Ag C A und jede endliche Teilmenge By C B gilt: Ay J_,C By
gilt.

(g) (Lokaler Charakter) Es existiert eine Teilmenge By C B mit |By| <
max{|T|,|A|} und A J—/Bo B.

(h) (Beziehung zu acl) Es gilt:

(i) A L acl(C)
(i) AL, B < acl(d) L, B < A J/acl(c) B < A ], ac(B)
(i) A L, B=acl(AUC)Nnacl(BUC) = acl(C)

Lemma 6.9.8 Sei z ein n-Tupel von Variablen, y ein m-Tupel von Variablen
und sei A eine endliche Menge von Formeln der Form §(z;vy). Seien C =
acl(C) € Mgy < M klein und a € M™. Dann existiert ein o' € M™ mit
tp(a’/C) = tp(a/C), so dass fir jedes 6 € A der Typ tps(a'/My) eine -
Definition tiber C' besitzt.

Lemma 6.9.9 Seien N € N und eine L-Struktur M gegeben. Daraus konstruie-
ren wir L' O L und M’ D> M, indem wir eine neue Sorte Sy mit N Elementen
hinzufiigen und ein Konstantensymbol ¢; (1 < i < N) fir jedes dieser FEle-
mente. Dann ist jede (in M') L'-definierbare Menge X C M™ bereits (in M)
L-definierbar.
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Bemerkung 6.9.10 Sind M < M’ Monster, sind C C B C M klein und ist
q € Sy(B) eine Fortsetzung von p € S;(C), so hingt die Bedingung, dass q
eine nicht-gabelnde Fortsetzung von p ist, nicht davon ab, ob wir in M oder in
M’ arbeiten. Insbesondere kann man ,nicht-gabelnde Fortsetzung® fir beliebige
C C B C My in beliebigen Modellen Mg definieren, indem man in einem
beliebigen |B|T-Monster M = M, arbeitet.

Beispiel 6.9.11 Ist Th(M) streng minimal, moglicherweise ohne Imagindren-
elimination, so sind fir A, B,C C M dquivalent:
(a) AL, B
(b) Fir alle endlichen Teilmengen Ag C A gilt:
dimpyc(acl(4p U BUC)) = dime(acl(Ag U C))
(¢) Fiir alle endlichen Teilmengen Ay C A und By C B gilt:
dimg (acl(Ag U By U C)) = dimg(acl(4g U C)) + dimg (acl(Bg U C))

6.10 Charakterisierung von gabeln

Satz 6.10.1 Sei T eine vollstindige Theorie. Wir nehmen an, dass fir jedes
Modell My = T, jedes endliche Variablentupel x und jedes Paar von Mengen
C C B C My eine Menge von Fortsetzungen von Typen p C q (mit p € S;(C)
und q € Syz(B)) mit den folgenden Eigenschaften existiert; wir schreiben ,,p T q*
falls (p,q) in der Menge liegt.

(a) (Invarianz) Ist o : M — M’ eine elementare Einbettung, C C B C M,
p € 5;(C) und q € Sz(B), so gilt: p T g< a.(p) T a.(q).

(b) (Schwacher lokaler Charakter) Es existiert eine Kardinalzahl K, so dass
fir jedes Modell M, jedes B C M und jedes q € Syz(B) eine Teilmenge
By C B der Kardinalitit hochstens k existiert mit q|p, C q.

(¢) (Schwache Beschrinktheit) Es existiert eine Kardinalzahl p, so dass fir
alle C C B C M und alle p € S;(C) mazimal p viele g € Sz(B) mitp T ¢
existieren.

(d) (Ezistenz) Fir alleC C B C M und allep € S3(C) existiert ein g € Sy(B)
mit p C q.

(e) (Transitiwitit) Aus p = q und q¢  r folgt p C r.

(f) (Schwache Monotonie) Aus p T r und p C ¢ C r folgt p C q.

Unter diesen Annahmen ist T stabil, und p C q gilt genau dann, wenn q eine
nicht-gabelnde Fortsetzung von p ist.

Bemerkung 6.10.2 Die Umkehrung des Satzes gilt offensichtlich auch: Ist T
stabil, so erfillt ,nicht-gabeln“ die obigen Bedingungen an .

Lemma 6.10.3 Ist M ein k-Monster, C C M klein, p € Sy(C) und q € Sy (M)
eine gabelnde Fortsetzung von p, so hat {o.(q) | o € Autc(M)} Kardinalitit
mindestens K.

Bemerkung 6.10.4 Ist M einsortig, so reicht es, die Existenz von C fiir Typen
in einer Variablen zu fordern, um zu schlieflen, dass T stabil ist und dass C mit
nicht-gabeln ibereinstimmit.

6.11 Gabeln in total transzendenten Theorien

Notation 6.11.1 Ist X definierbar, so schreiben wir MRD(X) := (MR(X),MD(X)) €
(OnU{+oo}) x N. Wir versehen die Menge dieser Paare mit der lexikographi-
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schen Ordnung: MRD(X) < MRD(Y) genau dann, wenn MR(X) < MR(Y)
oder MR(X) = MR(Y) AMD(X) < MD(Y).

Definition 6.11.2 Sei B C M klein und p € Sy(B). Der Morley-Rang
MR(p) und der Morley-Grad MD(p) von p sind dadurch definiert, dass MRD(p) =
(MR(p), MD(p)) das Minimum der MRD(¢(M)) ist, wobei ¢(x) alle Formeln

in p durchlduft. Ist a = p eine Realisierung, so setzen wir auch MRD(a/B) :=
MRD(p).

Lemma 6.11.3 Ist X = ¢(M) # () B-definierbar, fiir B klein.
(a) MR(X) = max{MR(p) | p € Sz(B),¢ € p}. (Insbesondere ezistiert das
Maximum.)
(b) Falls MR(X) < 0co: MD(X) ist die Summe der MD(p), wobei p alle Typen
in Sy(B) durchliuft mit ¢ € p und MR(p) = MR(X).

Satz 6.11.4 Sei Th(M) total transzendent und seien C C B C M klein und
sei a = (a;)icr ein kleines Tupel (d.h. T klein).
(a) a L, B genau dann, wenn MR(a/C) = MR(a/B) ist.
(b) MD(a/C) ist das Maximum der Anzahl der nicht-gabelnden Fortsetzung
von tp(a/C) auf kleine Obermengen von C.

6.12 Beispiele

Beispiel 6.12.1 Sei ¢ € N\ {0} und sei M =Z*, in der Sprache Lag,. Dann
ist Th(M) stabil, und fir a € M und C C B C M gqilt: a J/c B genau dann,
wenn a € Divys(C) V a ¢ Divy(B), wobei

Divpy(A) :={me M |Ir>1:rme (A)}
(fir A C M) die divisible Hiille von A in M ist.

Beispiel 6.12.2 Sei M = (M, E) ein ,iberall unendlicher Wald®, d. h. ein zy-
kelfreier Graph, bei dem jeder Knoten unendlich viele Nachbarn hat. Dann ist
Th(M) stabil, und fir a € M und C C B C M gilt: a J,C B genau dann,
wenn d(a,conv(C)) = d(a,conv(B)) ist. Dabei ist d(a, D) die Linge des kiir-
zesten Pfades von a zu einem Element von D (oder oo, wenn kein solcher Pfad
existiert); ein Pfad der Linge k von a nach b ist eine Folge paarweise verschie-
dener Elemente a = aq, ...,a =b € M, so dass E(a;—1,a;) gilt firi=1,... k;
und conv(D) ist die konvexe Hiille von D, d.h. die Menge aller b € M, die
in einem Pfad vorkommen, der in D beginnt und endet.

Bemerkung 6.12.3 Im vorigen Beispiel ist Th(M) sogar Rg-stabil und damit
total transzendent.

6.13 Superstabile Theorien

In diesem Abschnitt sei M ein Monstermodell mit stabiler Theorie.

Definition 6.13.1 Sei C C M klein und p € Sy (C) (fiir ein endliches Tupel x).
Wir definieren den SU-Rang von p als ein Element von OnU{occ}, so dass gilt:
SU(p) > B genau dann, wenn ein B D C' ezistiert und eine gabelnde Fortsetzung
q € Sz(B) von p mit SU(q) > 0.
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Satz 6.13.2 Seien C C B C M klein, g € Sy(B) und p = q|c. Ist SU(q) € On,
so0 ist q eine nicht-gablende Fortsetzung von p genau dann, wenn SU(q) = SU(p)
15t.

Lemma 6.13.3 (Diamant-Lemma) Seien C,B,B" C M klein mit C C BN
B'. Seip € S;(C), sei g € Sy(B) eine nicht-gabelnde Fortsetzung von p und sei
q' € Sy (B’) eine beliebige Fortsetzung von p. Dann existiert ein o € Autc (M),
so dass a.(q') U g sich zu einem Typ r € Sy(B U a(B')) vervollstindigen ldsst,
der eine nicht-gabelnde Fortsetzung von au(q') ist.
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