
Nichtstandard-Analysis – Kurzskript
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2 Höher-stufige nichstandard-Analysis 7
2.1 Superstrukturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 NS-Erweiterungen von Superstrukturen . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Interne und externe Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Hyperendliche Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.5 Mehr Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1 Nichtstandard-Analysis erster Stufe

1.1 Nichtstandard-Erweiterungen

Definition 1.1.1 Eine nichtstandard-Erweiterung einer Menge X ist eine
Menge Y zusammen mit Abbildungen PpXnq Ñ PpYnq, A ÞÑ ˚A für alle n ě 0,
die folgende Kompatibilitätsbedingungen erfüllen:

(a) (boolsche Kombinationen:) Für alle A,B Ď Xn gilt
˚
pA X Bq “ ˚A X ˚B

und
˚
pXnzAq “ Ynz

˚A
(b) (Kartesisches Produkt:) Für alle A Ď Xn, B Ď Xm gilt:

˚
pAˆBq “ ˚Aˆ˚B

(c) (Projektionen:) Sei πpa1, . . . , an`1q “ pa1, . . . , anq. Dann gilt für A Ď

Xn`1:
˚
pπpAqq “ πp˚Aq

(d) (Diagonalen:) Seien 1 ď i, j ď n. Dann gilt:
˚
ptpa1, . . . , anq P Xn | ai “

ajuq “ tpa1, . . . , anq P Yn | ai “ aju

Hierbei ist X0 eine ein-elementige Menge, nämlich das
”
leere Tupel“ (selbst

dann, wenn X “ H ist).

Bemerkung 1.1.2 X0 enthält genau ein Element, nämlich das leere Tupel pq.

Beispiel 1.1.3 X ist eine nichstandard-Erweiterung von sich selbst, wenn man
und ˚A “ A für alle A Ď Xn setzt (aber das ist natürlich langweilig).

Lemma 1.1.4 Sei Y eine nichstandard-Erweiterung von X und sei A Ď Xn.
Dann gilt:

(a) A “ Hô
˚A “ H.

(b) A “ Xn ô
˚A “ Yn.

Insbesondere ist Y “ ˚X. In Zukunft ist X immer eine nicht-leere Menge und
˚X eine nichstandard-Erweiterung von X.

1.2 Formeln und Transfer-Prinzip

Beispiel 1.2.1 Ist A Ď Xn ein-elementig, so ist auch ˚A ein-elementig.

Definition 1.2.2 Seien x1, . . . , xn Variablen. Ausdrücke der folgenden Formen
nennt man Formeln (erster Stufe) (über X) in x1, . . . , xn:

(i)
”
xi “ xj“ für 1 ď i, j ď n

(ii)
”
pxi1 , . . . , xikq P A“, für ein A Ď Xk

(iii)
”
ψ ^ ψ1“ und

”
 ψ“, wobei ψ, ψ1 Formeln in x1, . . . , xn sind.

(iv)
”
Dy P X : ψ“, wobei ψ eine Formel in x1, . . . , xn, y ist.

Ist φ eine Formel in x1, . . . , xn, so schreibt man auch φpx1, . . . , xnq. Man nennt
x1, . . . , xn auch die freien Variablen von φpx1, . . . , xnq. (Im Gegensatz dazu
ist das y aus (iv) eine gebundene Variable.)

Eine Formel erster Stufe ohne freie Variablen nennt man Aussage (erster
Stufe).

Beispiel 1.2.3 Ist A Ď X, so ist Dx P X : Dy P X : ppx P A^ y P Aq^ px “ yqq
eine Aussage über X.

Bemerkung 1.2.4 Ist φpx1, . . . , xnq eine Formel über X und sind a1, . . . , an P
X, so kann man ai für xi einsetzen, und es macht Sinn zu fragen, ob φpa1, . . . , anq
wahr oder falsch ist. (In eine Aussage muss man nichts einsetzen und kann di-
rekt fragen, ob sie wahr oder falsch ist.)

2



Notation 1.2.5 Ich werde Tupel oft mit unterstrichenen Buchstaben bezeich-
nen, z. B. x :“ px1, . . . , xnq.

Definition 1.2.6 Ist φpxq eine Formel über X, so setzt man:

φpXq :“ ta P Xn | φpaq giltu

(φpXq ist also die Menge der Tupel, für die die Formel gilt.)

Bemerkung: Im Fall n “ 0 ist φpXq “ H falls φ falsch ist und φpXq “ X0

falls φ wahr ist.

Bemerkung 1.2.7 Viele weitere mathematische Ausdrücke (die nicht in De-
finition 1.2.2 erwähnt werden) können in eine Formel erster Stufe übersetzt
werden, z. B.:
• x ‰ y ðñ  px “ yq
• φ_ ψ ðñ  p φ^ ψq
• φñ ψ ðñ  φ_ ψ
• Sei A Ď Xn eine Teilmenge. Dann:

‚ Dx P A : φpxq ðñ Dx1 P X : . . . Dxn P X : x P A^ φpxq
‚ @x P A : φpxq ðñ  Dx P A :  φpxq
‚ D“1x P A : φpxq ðñ

Dx P A : φpxq ^ p@x, y P A : ppφpxq ^ φpyq ñ x “ yq

Definition 1.2.8 Ist φpx1, . . . , xnq eine Formel erster Stufe über X, so definiert
man daraus eine Formel erster Stufe ˚φ über ˚X, indem man jedes

”
x P A“

ersetzt durch
”
x P ˚A“ (wobei x ein k-Tupel von Variablen ist und A Ď Xk),

und auch jedes
”
Dy P X“ durch

”
Dy P ˚X“.

Satz 1.2.9 (Transfer-Prinzip) Für beliebige Formeln erster Stufe φ über X gilt:
p
˚φqp˚Xq “ ˚

pφpXqq. Falls φ eine Aussage ist, gilt insbesondere: φ ist wahr genau
dann wenn ˚φ wahr ist.

Korollar und Definition 1.2.10 (a) Für a P X ist
˚
tau Ď ˚X eine ein-

elementige Menge. Das Element dieser Menge bezeichnen wir mit ˚a.
(b) Die Abbildung XÑ ˚X, a ÞÑ ˚a ist injektiv.

Bemerkung 1.2.11 Ist x eine Variable und a P X, so können wir x “ a als
Formel erster Stufe schreiben: x P tau.

Wenn
”
x “ a“ in einer Formel φ vorkommt, wird in ˚φ daraus

”
x “ ˚a“.

Korollar 1.2.12 Ist A “ ta1, . . . , anu endlich, so ist ˚A “ t˚a1, . . . ,
˚anu.

Korollar und Definition 1.2.13 Seien Ai Ď Xni Mengen für i “ 1, 2 und
f : A1 Ñ A2 eine Funktion. Dann gibt es zu jedem a P ˚A1 genau ein b P ˚A2,
so dass pa, bq P

˚
p graphpfqq gilt. Anders ausgedrückt: Die Menge

˚
p graphpfqq

ist der Graph einer Funktion ˚A1 Ñ
˚A2; diese Funktion bezeichnen wir mit ˚f .

Bemerkung 1.2.14 Ist f : A1 Ñ A2 wie oben, so können wir fpxq “ y als
Formel erster Stufe schreiben: px, yq P graph f .

Wenn
”
fpxq “ y“ in einer Formel φ vorkommt, wird in ˚φ daraus: ˚fpxq “ y.
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Bemerkung 1.2.15 Auch Ausdrücke mit verketteten Funktionen und Kon-
stanten lassen sich als Formeln erster Stufe schreiben.

Beispiel: Für Funktionen f : X2 Ñ X, g, h : X Ñ X und für a P X habe:
fpgpxq, hpx1qq “ a ðñ

Dy, y1 : px, yq P graph g ^ px1, y1q P graphh^ py, y1, aq P graph f .
Beim Übergang von φ nach ˚φ muss man nur Sterne an alle Funktionen und

Konstanten schreiben. (Im Beispiel: ˚fp˚gpxq, ˚hpx1qq “ ˚a.)

Bemerkung 1.2.16 Wir werden oft X als Teilmenge von ˚X auffassen, indem
wir a mit ˚a identifizieren. Mit dieser Identifikation erhalten wir:

(a) Für Teilmengen A Ď Xn gilt: ˚AX Xn “ A.
(b) Für Funktionen f : A1 Ñ A2 (mit Ai Ď Xni) gilt: ˚f |A “ f . Aus diesem

Grund können wir ohne Verwechslungsgefahr statt ˚f einfach f schreiben.

Beispiel 1.2.17 Seien Ai Ď Xni Mengen für i “ 1, 2, 3 , f : A1 Ñ A2, g : A2 Ñ

A3 Funktionen und a P A1. Dann gilt:
(a)

˚
pfpaqq “ p˚fqp˚aq.

(b)
˚
pg ˝ fq “ ˚g ˝ ˚f

(c) f : A1 Ñ A2 ist injektiv/surjektiv gdw. ˚f : ˚A1 Ñ
˚A2 injektiv/surjektiv

ist.

Beispiel 1.2.18 Über ˚R erhält man insbesondere:
• Funktionen ˚`, ˚¨ : ˚Rˆ ˚RÑ ˚R; diese setzen ` und ¨ fort. Wir schreiben
` und ¨ statt ˚`, ˚¨.

• ˚R ist ein Körper (mit additiv neutralem ˚0 “ 0 und multiplikativ neutra-
lem ˚1 “ 1).

• Wir haben eine Ordnungrelation ˚ď auf ˚R; diese setzt ď auf R fort, d. h.
für a, b P R gilt: a ˚ď b ðñ a ď b. Wir schreiben ď statt ˚ď. Die
Ordungsrelation ist (im üblichen Sinn) kompatibel mit Addition und Mul-
tiplikation.

• Wir haben eine Betragsfunktion | ¨ | : ˚R Ñ ˚Rě0 mit den üblichen Eigen-
schaften.

• Jedes a P ˚Rě0 besitzt eine Quadratwurzel in ˚Rě0 (d. h. ein b mit b2 “ a);
und allgemeiner auch n-te Wurzeln für jedes n P N.

• Wir haben eine Funktion ˚Rě0 ˆ
˚R Ñ

˚R, pa, bq ÞÑ ab mit den üblichen
Eigenschaften.

• Jedes Polynom ungeraden Grades über ˚R hat (mindestens) eine Nullstelle
in R.

• Wir haben Teilmengen ˚N Ď ˚Z Ď ˚Q Ď ˚R.
• Ist a P ˚NzN, so ist a ą n für alle n P N.
• ˚Z “ ˚N Y ´˚N; ˚Q “ tab | a, b P

˚Z, b ‰ 0u; ˚Q liegt dicht in ˚R, d. h. zu
jedem a P ˚R und jedem ε ą 0, ε P ˚R gibt es ein q P ˚Q mit |a´ q| ă ε.

• Man kann Teilbarkeit für Zahlen aus ˚Z definieren (a teilt b wenn es ein
c P ˚Z gibt mit ac “ b) und es hat die üblichen Eigenschaften.

• Ist P die Menge der Primzahlen, so ist ˚P die Menge der n P ˚N, die nur
durch 1 und durch sich selbst teilbar sind.

• Fermats Satz übersetzt sich zu: Die Gleichung ak ` bk “ ck hat keine
Lösung mit a, b, c, k P ˚Zzt0u, k ě 3.
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1.3 Existenz von echten nichtstandard-Erweiterungen

Definition 1.3.1 X ă
˚X heißt echt wenn für alle unendlichen A Ď Xn gilt:

A ãÑ
˚A ist nicht surjektiv.

Definition 1.3.2 Sei I eine nicht-leere Menge. Ein Filter auf I ist eine Ab-
bildung µ : PpIq Ñ t0, 1u mit:

(a) µpAXBq “ µpAq ¨ µpBq.
(b) µpAq ` µpIzAq ď 1

Wenn in (b) Gleichheit gilt, nennt man µ Ultrafilter.

Beispiel 1.3.3 Sei I unendlich; setze µpAq :“ 1 genau dann, wenn IzA endlich
ist (und µpAq “ 0 sonst). Dies ist ein Filter auf I. (Man nennt ihn den Fréchet-
Filter.)

Beispiel 1.3.4 Zu jedem i P I erhält man einen Ultrafilter: µpAq :“ 1 ðñ

i P A.

Bemerkung 1.3.5 (i) Ist µ ein Filter auf I und ist A Ď B Ď I, so ist
µpAq ď µpBq.

(ii) In der Definition von Filter kann man statt (b) auch fordern: µpHq “ 0.
(Das ist äquivalent.)

Lemma 1.3.6 Zu jedem Filter µ auf I gibt es einen Ultrafilter µ1 auf I, so dass
für alle A Ď I gilt: µ1pAq ě µpAq.

Beispiel 1.3.7 Das Lemma auf Beispiel 1.3.3 anwenden liefert einen Ultrafilter
µ1, so dass µ1pAq “ 0 für alle endlichen A Ď I gilt (da µ1pIzAq ě µpIzAq “ 1).
Einen solchen Ultrafilter (d. h. mit µ1pAq “ 0 für alle endlichen A Ď I) nennt
man frei.

Definition 1.3.8 Sei X eine Menge und µ ein Ultrafilter auf einer Indexmenge
I. Wir schreiben XI für mit I indizierte Folgen von Elementen von X. Wir
definieren die Ultrapotenz XI{µ :“ XI{„, wobei:

paiqi „ pbiqi ðñ µpti P I | ai “ biuq “ 1.

Wir schreiben raisi für die Äquivalenzklasse von paiqi in XI{µ.

Satz 1.3.9 Seien X, I und µ wie in der vorigen Definition. Dann gibt es zu je-
der Menge A Ď Xn eine Menge ˚A Ď pXI{µqn, so dass für alle pa1,iqi . . . , pan,iqi P
XI gilt:

pra1,isi, . . . , ran,isiq P
˚A ðñ µpti P I | pa1,i, . . . , an,iq P Auq “ 1

Dies macht XI{µ zu einer nichtstandard-Erweiterung von X.

Bemerkung 1.3.10 Seien X, I, µ, ˚X “ XI{µ wie im vorigen Satz. Dann gilt
für a P X: ˚a “ raisi, wobei ai “ a für alle i P I.

Satz 1.3.11 Jede Menge X besitzt echte nichtstandard-Erweiterungen.
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1.4 Die Beziehung zwischen R und ˚R
Von nun an sei ˚R immer eine echte nichtstandard-Erweiterung von R.

Definition 1.4.1 Die endlichen Zahlen sind ˚Rfin :“ ta P ˚R | Dr P Rą0 : |a| ă
ru. Elemente von ˚Rz˚Rfin nennen wir unendlich. Die infinitesimalen Zah-
len sind ta P ˚R | @r P Rą0 : |a| ă ru. Für a, b P ˚R schreiben wir a » b genau
dann, wenn a ´ b infinitesimal ist. Die Monade um b P R ist monpbq :“ ta P
˚R | a » bu.

Bemerkung 1.4.2 (a) a » b ist eine Äquivalenzrelation auf ˚R.
(b) Ein Element a P ˚Rzt0u unendlich genau dann wenn 1

a infinitesimal ist.
(c) ˚R enthält unendliche und infinitesimale Zahlen.
(d) ˚Rfin ist ein Ring mit (einzigem) maximalem Ideal monp0q.

Lemma 1.4.3 Zu jedem a P ˚Rfin existiert genau ein Element in monpaq X
R; man nennt es den Standard-Anteil von a und schreibt stpaq dafür. Die
Abbildung st : ˚Rfin Ñ R ist ein surjektiver Ring-Homomorphismus (mit Kern
monp0q).

Lemma 1.4.4 Sei X Ď R. Dann gilt:
(a) X ist unbeschränkt genau dann, wenn ˚Xz˚Rfin ‰ H.
(b) Ein Element a P R liegt im topologischen Abschluss von X genau dann,

wenn X Xmonpaq ‰ H.

1.5 Folgen

Notation 1.5.1 Ist an eine Folge von reellen Zahlen (d. h. an P R für n P N),
so verwenden wir auch die gleiche Notation für die entsprechende Folge in ˚R,
d. h. für n P ˚N ist an P

˚R dadurch definiert, dass tpn, anq | n P
˚Nu “ ˚

tpn, anq |
n P Nu ist.

Satz 1.5.2 Für eine Folge panqnPN gilt:
(a) panqn ist beschränkt genau dann, wenn für alle N P

˚NzN gilt: aN P
˚Rfin.

(b) Die Menge der Häufungspunkte von panqn ist genau R X tstpaN q | N P
˚NzNu

(c) limnÑ8 an “ b genau dann, wenn stpaN q “ b für alle N P
˚NzN.

Anwendung 1.5.3 (Bolzano-Weierstraß) Jede Beschränkte Folge hat einen
Häufungspunkt.

Lemma 1.5.4 Eine Folge panqnPN (mit an P R) ist eine Cauchy-Folge genau
dann, wenn aN » aN 1 für alle unendlichen N,N 1 gilt.

Anwendung 1.5.5 Eine Folge ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn sie
konvergiert.

1.6 Stetigkeit, Differenziale

Lemma 1.6.1 Sei A Ď Rn und f : A Ñ R. (Ā bezeichnet den topologischen
Abschluss von A.) Dann gilt:

(a) limxÑa fpxq “ b (für a P Ā) ðñ Für alle x P ˚A mit x „ a gilt fpxq „ b.
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(b) f ist stetig genau dann, wenn für alle x, x1 P A gilt: x » x1 ñ fpxq » fpx1q.

Lemma 1.6.2 Sei f : R Ñ R und a P R. Betrachte ct :“ fpa`tq´fpaq
t für t P

monp0qzt0u. Dann ist f ist differenzierbar bei a genau dann, wenn ct entlich ist
für alle t und wenn stpctq nicht von t abhängt. In diesem Fall ist f 1paq “ stpctq.

Anwendung 1.6.3 Für Funktionen f, g : RÑ R und x P R gilt:
(a) Ist f differenzierbar in x und g differenzierbar in y :“ fpxq, so ist g ˝ f

ist differenzierbar in x, und es gilt pg ˝ fq1pxq “ f 1pxq ¨ g1pfpxqq
(b) Falls f invertierbar ist, differenzierbar in x und f 1pxq ‰ 0 ist, so ist f´1

differenzierbar in y :“ fpxq, und es gilt: pf´1q1pyq “ 1
f 1pxq

2 Höher-stufige nichstandard-Analysis

2.1 Superstrukturen

Definition 2.1.1 Sei eine Menge V0 gegeben. Setze Vn`1 :“ V0 9Y PpVnq.
Dann gilt Vn Ď Vn`1 für alle n. Die Vereinigung X :“ SpV0q :“

Ť

ně0 Vn

nennt man die Superstruktur über V0.

Bemerkung: Wir nehmen hier (und im Folgenden) der Einfachheit halber
an, dass V0 keine Mengen enthält.

Bemerkung 2.1.2 Eine Teilmenge A Ď X ist ein Element von X genau dann,
wenn es ein n P N gibt mit A Ď Vn. Insbesondere folgt aus A P X und B Ď A,
dass B P X ist.

Bemerkung 2.1.3 Ist a P XzV0, so ist Ppaq P X.

Notation 2.1.4 P ist eine zweistellige Relation auf X; wie üblich erlaubt uns
Definition 1.2.2 (ii), dies in Formeln zu verwenden:

”
x P y“ ist eine Kurz-

schreibweise für die Formel
”
px, yq P R“, wobei R “ tpa, bq P XˆpXzV0q | a P bu.

Bemerkung 2.1.5 Ist A P VnzV0 für ein n ě 1, so kann
”
x P A“ auf zwei ver-

schiedene Arten als Formel interpretiert werden: im Sinne von Definition 1.2.2
(ii) oder im Sinne von Notation 2.1.4, wobei A eine Konstante ist. Diese For-
meln sind aber äquivalent.

Bemerkung 2.1.6 Folgende Dinge lassen sich jetzt als Formeln (im Sinne von
Definition 1.2.2) ausdrücken:

(a) x ist eine Menge ðñ x R V0.
(b) x “ y Y z ðñ x, y, z R V0 ^ @a P X : pa P x ðñ pa P y _ a P zqq.
(c) x “ tyu ðñ @u : pu P x ðñ u “ yq.
(d) Entsprechend: x “ ty1, y2u, etc.
(e) x Ď y ðñ x, y R V0 ^ @z : z P xñ z P y.
(f) x “ Ppyq
(g) Falls y P X eine Menge von Mengen ist: x “

Ť

aPy a...
(h) Für beliebige Formeln φ: x “ tz | φpzqu ðñ @z : z P xô φpz, yq.

Vorsicht: Ein x, das diese Bedingung erfüllt, existiert nicht notwendiger-
weise in X. Wenn man statt dessen x “ tz P y | φpzqu betrachtet (als
Formel in x und y), existiert x immer in X.
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Bemerkung 2.1.7 (a) Ein Tupel aus X kann durch ein einzelnes Element
kodiert werden, indem wir eine Bijektion ηn : Xn Ñ X wählen. Um uns
das Leben zu vereinfachen, wählen wir ηn so, dass ηnpVn

` q Ď V` gilt. Dies
definiert auch eine Bijektion PpVn

` q Ñ PpV`q, so dass wir PpVn
` q als

Teilmenge von V``1 auffassen können (was wir in Zukunft tun werden).
(b) Ist A Ď Vn

` und B Ď Vm
` , so kann eine Funktion f : A Ñ B durch ihren

Graph beschrieben werden, also als Element von PpA ˆ Bq Ď V``1 an-
gesehen werden. Auf diese Art werden wir AbbpA,Bq als Teilmenge von
V``1 ansehen (und damit auch als Element von V``2).

Auf diese Art können wir in Formeln jetzt auch Variablen für Mengen von
Tupeln, für Funktionen und für Kombinationen daraus verwenden (z. B. Mengen
von Tupeln von Funktionen, etc.)

Beispiel 2.1.8 (a) Mit
”
z “ px, yq“ meinen wir: z ist der Code des Paars

px, yq.
Als Formel: η2px, yq “ z

(b) Mit
”
x “ y ˆ z“ meinen wir: x ist die Menge der Codes der Paare aus

y ˆ z.
Als Formel: x “ tη2pa, bq | a P y, b P zu

(c) Mit
”
x P Abbpy, zq“ meinen wir: x ist der Code einer Abbildung von y

nach z.
Als Formel: x Ď y ˆ z ^ @a P yD“1b P z : pa, bq P x

(d) Ist x P Abbpy, zq und a P y so meinen wir mit
”
xpaq “ b“: fpaq “ b, wobei

f die durch x codierte Abbildung von y nach z ist.

2.2 NS-Erweiterungen von Superstrukturen

Sei weiterhin X “ SpV0q die Superstruktur über einer Menge V0, und sei jetzt
˚X eine echte nonstandard-Erweiterung von X.

Notation 2.2.1 Elemente a P X identifizieren wir in Zukunft nur noch dann
mit dem entsprechenden Element ˚a P ˚X wenn a P V0 ist (d. h. wir fassen V0

als Teilmenge von ˚V0 auf aber nicht V` als Teilmenge von ˚V` für ` ě 1).

Satz 2.2.2 Sei
”
x ˚P y“ die Formel, die man durch Transferieren der Formel

”
x P y“ im Sinne von Notation 2.1.4 erhält. Auf diese Art können wir jedem

Element b P ˚Xz˚V0 eine Teilmenge von ˚X zuordnen: Mb :“ ta P ˚X | a ˚P bu.
Diese Abbildung ˚Xz˚V0 Ñ Pp˚Xq, b ÞÑ Mb ist injektiv, und für b P ˚V``1z

˚V0

ist Mb Ď
˚V`.

Notation 2.2.3 In der Situtation von Satz 2.2.2 identifizieren wir b mit der
Menge Mb, so dass insbesondere ˚V``1z

˚V0 mit einer Teilmenge von Pp˚V`q

identifiziert wird, und die Relation ˚P auf X wird zu P.

Bemerkung 2.2.4 Ist A Ď V` für ein `, so hat ˚A zwei Bedeutungen: Einer-
seits ist A Ď X, so dass wir eine Teilmenge ˚A Ď ˚X erhalten. Andererseits ist
A P V``1zV0, so dass wir ein Element ˚A P

˚V``1z
˚V0 erhalten, das mit der

Menge M˚
A
Ď
˚V` identifiziert wird. Diese beiden Mengen ˚A und M˚

A
sind

gleich.
Unter Verwendung von Bemerkung 2.1.7 gilt das entsprechende auch für

Teilmengen von Vn
` und für Funktionen.
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Bemerkung: Die Formel
”
@A Ď Vn“ transferiert sich nicht zu

”
@A Ď ˚V`“,

sondern zu
”
@A P ˚V``1z

˚V0“. Die Menge ˚V``1z
˚V0 ist in der Regel eine echte

Teilmenge von Pp˚V`q.

Bemerkung 2.2.5 Die Formeln x “ y Y z, x “ tyu, x Ď y, x “
Ť

aPy a, x “
tz | φpzqu aus Bemerkung 2.1.6 transferieren sich wie erwartet.

Die Formel x “ Ppyq transferiert sich zu: x “ ta P ˚Xz˚V0 | a Ď yu “:
p
˚Pqpxq.

Bemerkung 2.2.6 Dass das ηn aus Bemerkung 2.1.7 eine Bijektion Xn Ñ X
ist, transferiert sich zu: ˚ηn ist eine Bijektion ˚Xn Ñ

˚X. Insbesondere können
Teilmengen A Ď ˚Vn

` durch Teilmengen von ˚V` codiert werden, und die Formeln
aus Beispiel 2.1.8 transferieren sich wie erwartet.

Anmerkung: ˚X ist nicht die übliche Definition einer nonstandard-Super-
struktur. Statt dessen definiert man üblicherweise ˚X :“

Ť

nPN
˚Vn. (Dann muss

man aber das Transferprinzip abwandeln.) Wir bleiben in dieser Vorlesung bei
unsere Definition.

2.3 Interne und externe Mengen

Definition 2.3.1 (a) Ein Standardelement von ˚X ist ein Element der Form
˚a, für a P X. Insbesondere heißt eine Teilmenge A Ď ˚X standard, wenn
A “ ˚B ist für ein B Ď X.

(b) Eine Teilmenge von ˚X heißt intern, wenn sie ein Element von ˚Xz˚V0 ist;
sonst nennt man sie extern. (Elemente von ˚V0 nennt man auch intern.)

(c) Mit Hilfe von Bemerkung 2.1.7 definieren wir die Begriffe standard, intern
und extern auch für Teilmengen von ˚Xn und für Funktionen ˚Xn Ñ

˚Xm.
(Eine Funktion ist standard bzw. intern, wenn ihr Graph standard bzw.
intern ist.)

Bemerkung 2.3.2 Zu A Ď ˚X können wir A0 :“ ta P X | ˚a P Au betrachten.
Die Menge A ist standard genau dann, wenn A “ ˚A0 gilt.

Bemerkung 2.3.3 Jede Standardmenge A Ď ˚X ist auch intern.

Bemerkung 2.3.4 Ist A Ď ˚X eine interne Menge und b P A eine Menge, so
ist auch b intern.

Bemerkung 2.3.5 Ist f : pXzV0q
n Ñ X eine Funktion, die Mengen als Argu-

ment nimmt (wie Y, P, etc.), so ist ˚f nur für interne Mengen von ˚X definiert;
wenn das Ergebnis eine Menge ist, ist diese auch intern.

Bemerkung 2.3.6 Ist a Ď ˚X intern, so ist p˚Pqpaq “ tb Ď a | b internu. Und:
Die Formel

”
@x Ď y“ transferiert sich zu

”
@x Ď ˚y, x intern“.

Satz 2.3.7 Sei A Ď ˚Vn
` für `, n ě 1. Dann sind äquivalent:

(a) A ist intern
(b) Es gibt eine Formel φpx, y1, . . . , ykq über X und Elemente b1, . . . , bk P

˚X,
so dass A “ tx P ˚Vn

` |
˚φpx, b1, . . . , bkqu ist.

Lemma 2.3.8 Jede endliche Teilmenge von ˚V` ist intern.

Lemma 2.3.9 Ist A Ď X unendlich, so ist A1 :“ t˚a | a P Au extern.
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2.4 Hyperendliche Mengen

Definition 2.4.1 Für ` ě 1 sei Vfin
` Ď V` die Menge aller endlichen Teilmen-

gen von V`´1. Elemente von
Ť

`ě1
˚Vfin

` heißen hyper-endliche (oder
˚
endliche

oder pseudo-endliche) Mengen.

Bemerkung 2.4.2 (a) Hyperendliche Mengen sind insbesondere intern.
(b) Eine Menge, die hyperendlich und standard ist, ist bereits endlich.
(c) Nichte jede Teilmenge einer hyperendlichen Menge ist hyperendlich, aber

jede interne Teilmenge einer hyperendlichen Menge ist hyperendlich.

Bemerkung 2.4.3 Hyperendliche Mengen A verhalten sich in vielen Aspekten
wie endliche Mengen, z. B.:

(a) Eine interne Abbildung AÑ A ist injektiv genau dann, wenn sie surjektiv
ist.

(b) Ist f : AÑ ˚R intern, so hat f ein Minimum und ein Maximum auf A.

Definition 2.4.4 Für jede hyperendliche Menge A gibt es genau ein N P
˚N,

so dass es eine interne Bijektion AÑ t1, . . . , Nu gibt. Dieses N ist die interne
Kardinalität von A (oder auch Hyperkardinalität). Notation dafür: ˚#A.

Bemerkung 2.4.5 Für hyperendliche Mengen A,B gilt:
(a) Sind A und B disjunkt, so ist ˚#pAYBq “ ˚#A` ˚#B
(b) ˚#pAˆBq “ ˚#A ¨ ˚#B
(c) Ist A Ď B, so ist ˚#A ď ˚#B.

(d) ˚PpAq ist auch hyperendlich, und es gilt ˚#˚PpAq “ 2p
˚
#Aq.

Satz 2.4.6 Ist A hyperendlich und f : A Ñ R intern, so sind
ř

aPA fpaq und
ś

aPA fpaq wohldefiniert.

Satz 2.4.7 Auf ˚N kann man Funktionen rekursiv definieren: Ist X eine interne
Menge, x0 P X und f : ˚N ˆ X Ñ X eine interne Funktion, so gibt es genau
eine interne Funktion g : ˚NÑ X mit gp0q “ x0 und gpn` 1q “ fpn` 1, gpnqq.

Beispiel 2.4.8 Für interne f : ˚N Ñ
˚R und n P ˚N ist die Summe gpnq :“

ř

iPt1,...,nu fpiq (aus Satz 2.4.6) eindeutig dadurch charakterisiert, dass g eine

interne Funktion ist, die die erwartete rekursive Definition erfüllt: gp0q “ 0 und
gpn` 1q “ gpnq ` fpn` 1q. (Und analog für Produkte.)

2.5 Mehr Analysis

Lemma 2.5.1 Sei X Ď V` eine Menge und g, h : X Ñ Rě0. Dann sind äquivalent:
(a) Für alle ε ą 0 gibt es ein δ ą 0, so dass für alle x P X gilt: Ist gpxq ă δ,

so ist hpxq ă ε.
(b) Für alle x P ˚X gilt: Ist gpxq P monp0q, so ist hpxq P monp0q.

Definition 2.5.2 Seien a, b P R. Eine feine Zerlegung des Intervals
˚
ra, bs Ď

˚R ist eine hyperendliche Teilmenge Z Ď
˚
ra, bs, so dass für alle x P ra, bs ein

z P Z existiert mit x » z.

Anwendung 2.5.3 (Zwischenwertsatz) Ist f : ra, bs Ñ R stetig mit fpaq ă
0 und fpbq ą 0, so gibt es ein x P pa, bq mit fpxq “ 0.
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Lemma 2.5.4 Sei f : ra, bs Ñ R. Dann ist f Riemann-integrierbar auf ra, bs,

wenn für jede feine Zerlegung pxiqiďN von ra, bs die Summe S :“
řN

i“1
˚fpxiqpxi´

xi´1q endlich ist (also in ˚Rfin liegt) und stpSq nicht von der Wahl der feinen
Zerlegung abhängt. In diesem Fall ist

ş

ra,bs
fpxqdx “ stpSq.

Anwendung 2.5.5 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)

Sei f : ra, bs Ñ R stetig und sei F ptq :“
şt

a
fpxqdx für t P ra, bs. Dann ist

F 1ptq “ fptq.

3 Vergrößerungen

3.1 Vergrößerungen existieren

Definition 3.1.1 Eine NS-Erweiterung ˚X von X heißt Vergrößerung, wenn
es für jede Menge X P X eine hyperendliche Menge Y P

˚X gibt mit t˚x | x P
Xu Ď Y Ď ˚X.

Satz 3.1.2 Es gibt Vergrößerungen.

Lemma 3.1.3 Seien Ai Ď Vk Mengen (für i P I), so dass für jede endliche
Teilmenge I0 Ď I der Schnitt

Ş

iPI0
Ai nicht leer ist. Dann ist

Ş

iPI
˚Ai ‰ H.

3.2 Topologie

Wir nehmen weiterhin an, dass X die Superstruktur über V0 ist; ab jetzt sei
aber ˚X eine Vergrößerung von X.

In diesem Abschnitt nehmen wir außerdem an, dassX Ď V0 ein topologischer
Raum ist. Die Menge der offenen Teilmengen von X bezeichnen wir mit T .
(T P V2.)

Definition 3.2.1 Wir nennen eine Teilmenge U Ď
˚X offen, wenn U eine

Vereinigung von (beliebig vielen) Mengen aus ˚T ist.

Lemma 3.2.2 (a) Definition 3.2.1 definiert eine Topologie auf ˚X.
(b) Ist U Ď ˚X intern, so ist U offen genau dann, wenn U P ˚T ist. (Anders

ausgedrückt: ˚T ist genau die Menge der internen offenen Teilmengen von
˚X.) Insbesondere gilt für U Ď X: U ist offen (in X) genau dann wenn
˚U offen (in ˚X) ist.

Lemma 3.2.3 Ist cl : PpXq Ñ PpXq die Abbildung, die eine Menge A auf
ihren topologischen Abschluss Ā abbildet, so bildet auch ˚cl jede interne Menge
A Ď

˚X auf ihren topologischen Abschluss ab. Insbesondere ist der Abschluss
von internen Mengen intern.

Die analoge Aussage gilt auch für das innere von Mengen.

Definition 3.2.4 Für x P X setze monpxq :“
Ş

˚U , wobei U über alle offenen
Umgebungen von x läuft.

Lemma 3.2.5 Zu jedem x P X existiert ein V P ˚T mit x P V Ď monpxq.

Lemma 3.2.6 (a) Für A Ď X und x P X gilt: x P Ā ðñ x P ˚A ðñ

monpxq X ˚A ‰ H.
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(b) Für A Ď X gilt: A ist offen ðñ monpxq Ď ˚A für alle x P A.
(c) Ist Y Ď V0 ein weiterer topologischer Raum und f : X Ñ Y , so ist f stetig

genau dann, wenn für alle x P X gilt: ˚fpmonpxqq Ď monpfpxqq.

Lemma 3.2.7 X ist Hausdorff genau dann, wenn für alle x, y P X mit x ‰ y
gilt: monpxq Xmonpyq “ H.

Definition 3.2.8 Ein Punkt x P ˚X heißt standard-nah (
”

near-standard“)
genau dann, wenn es ein x1 P X gibt mit x P monpx1q.

Lemma 3.2.9 X ist kompakt genau dann wenn alle Punkte von ˚X standard-
nah sind.

Anwendung 3.2.10 Stetige Funktikonen f : X Ñ R auf kompakten Räumen
X nehmen ein Maximum an.

Anwendung 3.2.11 Ist X kompakt und f : X Ñ Y stetig und surjektiv (wobei
Y Ď V0 ein weiterer topologischer Raum ist), so ist Y kompakt.

Seien pXiqiPI topologische Räume und sei Y :“
ś

iPI das Produkt, mit
der Produkttopologie: Basis-offene Mengen sind von der Form tpxiqiPI | xi1 P
U1, . . . , xik P Uku für Uj Ď Xij offen. Wir nehmen I,Xi, Y Ď V0 an.

Lemma 3.2.12 Für y “ pxiqiPI P Y gilt:

monpyq “
ź

iPI

monpxiq ˆ
ź

iP
˚
IzI

˚Xi

Anwendung 3.2.13 Das Produkt von Hausdorff-Räumen ist wieder Hausdorff.

Anwendung 3.2.14 (Tychonoff) Das Produkt kompatker Räume ist kom-
pakt.

3.3 Anwendung auf Hilberträume

Lemma 3.3.1 Ist paiqiP˚N eine interne Folge mit ai P monp0q für alle i P N,
dann gibt es ein N P

˚NzN, so dass ai P monp0q für alle i ă N gilt.

Satz 3.3.2 Sei H ein Hilbert-Raum über C und T : H Ñ H ein beschränkter
Operator (d. h. eine lineare Abbildung, die beschränkte Teilmengen auf beschränkte
abbildet). Wir nehmen an, dass es ein Polynom f P CrXs gibt, so dass Q :“
fpT q kompakt ist (d. h. beschränkte Teilmengen von H auf kompakte abbil-
det). Dann gibt es einen nicht-trivialen abgeschlossenen Unterraum U Ď H
mit T pUq Ď U .
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