Nichtstandard-Analysis — Kurzskript
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1 Nichtstandard-Analysis erster Stufe

1.1 Nichtstandard-Erweiterungen

Definition 1.1.1 Fine nichtstandard- Erweiterung einer Menge X ist eine
Menge Y zusammen mit Abbildungen P(X™) — P(Y"), A — *A fiir alle n > 0,
die folgende Kompatibilititsbedingungen erfillen:
(a) (boolsche Kombinationen:) Fiir alle A, B < X" gilt (An B) = *An*B
und F(X™M\A) = Y\ *A
(b) (Kartesisches Produkt:) Fiir alle A < X", B < X™ gilt: (Ax B) = *Ax*B
(¢) (Projektionen:) Sei mw(ay,...,an+1) = (a1,...,an). Dann gilt fir A <
Xntl: *(r(A)) = w(*A)
(d) (Diagonalen:) Seien 1 < i,j < n. Dann gilt: *({(a1,...,a,) € X" | a;
aj}) = {(ala' . 7an) eyY” | a; = aj}

Hierbei ist X eine ein-elementige Menge, némlich das ,leere Tupel“ (selbst
dann, wenn X = (¥ ist).

Bemerkung 1.1.2 X enthdilt genau ein Element, nimlich das leere Tupel ().

Beispiel 1.1.3 X ist eine nichstandard-Erweiterung von sich selbst, wenn man
und *A = A fiir alle A = X" setzt (aber das ist natiirlich langweilig).

Lemma 1.1.4 Sei Y eine nichstandard-Erweiterung von X und sei A < X".
Dann gilt:

(a) A=<= *A=0.

(b) A=X" < *A =Y".

Insbesondere ist Y = *X. In Zukunft ist X immer eine nicht-leere Menge und
*X eine nichstandard-Erweiterung von X.

1.2 Formeln und Transfer-Prinzip
Beispiel 1.2.1 Ist A € X" ein-elementig, so ist auch *A ein-elementig.

Definition 1.2.2 Seien x4, ...,x, Variablen. Ausdriicke der folgenden Formen
nennt man Formeln (erster Stufe) (iber X) in xq,...,%y,:

(i) yos =ax;“ firl <i,j<n

(i) (zi,...,7i,) € A% fiir ein A < XF
(iil) i AW “ und ,—¥, wobei i, ' Formeln in x1,...,x, sind.

(iv) ,dy e X: % wobei ¥ eine Formel in 1, ...,Ty,y ist.
Ist ¢ eine Formel in x1,...,x,, so schreibt man auch ¢(z1,...,x,). Man nennt
Z1,..., 2Ty auch die freien Variablen von ¢(x1,...,2,). (Im Gegensatz dazu

ist das y aus (iv) eine gebundene Variable.)
Eine Formel erster Stufe ohne freie Variablen nennt man Aussage (erster

Stufe).

Beispiel 1.2.3 Ist A X, soist Iz eX:FyeX: ((zxe Arye A)A—~(z=1y))
eine Aussage tiber X.

Bemerkung 1.2.4 Ist ¢(x1,...,x,) eine Formel iber X und sind aq, ..., a, €
X, so kann man a; fir x; einsetzen, und es macht Sinn zu fragen, ob ¢(aq, ..., ay,)
wahr oder falsch ist. (In eine Aussage muss man nichts einsetzen und kann di-
rekt fragen, ob sie wahr oder falsch ist.)



Notation 1.2.5 Ich werde Tupel oft mit unterstrichenen Buchstaben bezeich-
nen, z. B. = (x1,...,2,).

Definition 1.2.6 Ist ¢(z) eine Formel iber X, so setzt man:

¢(X) :={a e X" | ¢(a) gilt}
(9(X) ist also die Menge der Tupel, fiir die die Formel gilt.)

Bemerkung: Im Fall n = 0 ist ¢(X) = J falls ¢ falsch ist und ¢(X) = X
falls ¢ wahr ist.

Bemerkung 1.2.7 Viele weitere mathematische Ausdriicke (die nicht in De-
finition 1.2.2 erwihnt werden) konnen in eine Formel erster Stufe tibersetzt
werden, z. B.:
ety — -y
e oV > (~¢A—)
cb=Y > GV
o Sei A X™ eine Teilmenge. Dann:
e Jxze A: ¢(z) — dr;eX: .. dz,eX:izeAn o)
e VzeA: ¢(z) <= —JzeA:—9(x)
e ITlze A p(a) =
Jz e A: ¢(z) A (Vo,ye A: ((¢(2) A d(y) = 2 =y)

Definition 1.2.8 Ist ¢(x1,...,x,) eine Formel erster Stufe iiber X, so definiert
man daraus eine Formel erster Stufe *¢ diber *X, indem man jedes ,x € A
ersetzt durch ,x € *A“ (wobei z ein k-Tupel von Variablen ist und A < XF),
und auch jedes 3y € X durch ,Jy € *X“

Satz 1.2.9 (Transfer-Prinzip) Fir beliebige Formeln erster Stufe ¢ iber X gilt:
(*0)(*X) = ¥(¢(X)). Falls ¢ eine Aussage ist, gilt insbesondere: ¢ ist wahr genau
dann wenn *¢ wahr ist.

Korollar und Definition 1.2.10 (a) Fiir a € X ist *{a} < *X eine ein-
elementige Menge. Das Element dieser Menge bezeichnen wir mit *a.

(b) Die Abbildung X — *X,a — *a ist injektiv.

Bemerkung 1.2.11 Ist x eine Variable und a € X, so kénnen wir x = a als
Formel erster Stufe schreiben: x € {a}.
Wenn ,x = a“ in einer Formel ¢ vorkommt, wird in *¢ daraus ,x = *a“.

Korollar 1.2.12 Ist A = {ay,...,a,} endlich, so ist *A = {¥aq, ..., %a,}.

Korollar und Definition 1.2.13 Seien A; < X" Mengen fir i = 1,2 und
f: Ay — Ay eine Funktion. Dann gibt es zu jedem a € *A, genau ein b € *A,,
so dass (a,b) € *(graph(f)) gilt. Anders ausgedriickt: Die Menge *( graph(f))
ist der Graph einer Funktion *A; — *Ay; diese Funktion bezeichnen wir mit *f.

Bemerkung 1.2.14 Ist f: Ay — Ay wie oben, so konnen wir f(z) = y als
Formel erster Stufe schreiben: (z,y) € graph f.
Wenn ,,f(z) = y* in einer Formel ¢ vorkommt, wird in*¢ daraus: *f (z) = y.



Bemerkung 1.2.15 Auch Ausdriicke mit verketteten Funktionen und Kon-
stanten lassen sich als Formeln erster Stufe schreiben.

Beispiel: Fiir Funktionen f: X2 — X,g,h: X — X und fiir ¢ € X habe:
fg@),h@) —a
Jy,y': (z,y) € graphg A (2/,y') € graph h A (y,y',a) € graph f.
Beim Ubergang von ¢ nach *¢ muss man nur Sterne an alle Funktionen und
Konstanten schreiben. (Im Beispiel: *f(*g(x), *h(2')) = *a.)

Bemerkung 1.2.16 Wir werden oft X als Teilmenge von *X auffassen, indem
wir a mit *a identifizieren. Mit dieser Identifikation erhalten wir:
(a) Fir Teilmengen A < X" gilt: *A n X" = A.
(b) Fiir Funktionen f: Ay — Ag (mit A; < X") gilt: *f|a = f. Aus diesem
Grund kénnen wir ohne Verwechslungsgefahr statt *f einfach f schreiben.

Beispiel 1.2.17 Seien A; € X" Mengen firi=1,2,3, f: Ay —> As,g: Ay —
As Funktionen und a € A1. Dann gilt:
(a) :(f(a)) = (*f)(:a).
(b) “(go f)="go"f
(c) f: Ay — Ay ist injektiv/surjektiv gdw. *f: *Ay — *Ag injektiv/surjektiv
1t.

Beispiel 1.2.18 Uber *R erhdlt man insbesondere:

o Funktionen *+,%: "R x "R — *R; diese setzen + und - fort. Wir schreiben
+ und - statt *+,*.

e "R ist ein Korper (mit additiv neutralem *0 = 0 und multiplikativ neutra-
lem *1 =1).

o Wir haben eine Ordnungrelation *< auf *R; diese setzt < auf R fort, d. h.
fir a,b € R gilt: a *< b <= a < b. Wir schreiben < statt *<. Die
Ordungsrelation ist (im iblichen Sinn) kompatibel mit Addition und Mul-
tiplikation.

o Wir haben eine Betragsfunktion | -|: R — *R=q¢ mit den diblichen Eigen-
schaften.

o Jedes a € "Rxg besitzt eine Quadratwurzel in *Rsq (d. h. ein b mit b*> = a);
und allgemeiner auch n-te Wurzeln fiir jedes n € N.

e Wir haben eine Funktion Rsq x "R — *R, (a,b) — a® mit den iiblichen
Eigenschaften.

e Jedes Polynom ungeraden Grades iiber "R hat (mindestens) eine Nullstelle
in R.

o Wir haben Teilmengen "N € *Z < *Q < "R.

o Ist ae "N\N, so ist a > n fiir alle n € N.

e "Z="Nu-—"N; Q = {¢ | a,b € "Z,b +# 0}; *Q liegt dicht in "R, d.h. zu
jedem a € "R und jedem € > 0, e € "R gibt es ein q € "Q mit |a — q| < e.

e Man kann Teilbarkeit fiir Zahlen aus *Z definieren (a teilt b wenn es ein
c € 7 gibt mit ac =b) und es hat die diblichen Eigenschaften.

o Ist P die Menge der Primzahlen, so ist *P die Menge der n € *N, die nur
durch 1 und durch sich selbst teilbar sind.

e Fermats Satz ibersetzt sich zu: Die Gleichung o* + b* = ¢* hat keine
Lésung mit a, b, c,k € *Z\{0}, k > 3.



1.3 Existenz von echten nichtstandard-Erweiterungen

Definition 1.3.1 X < *X heifit echt wenn fiir alle unendlichen A € X" gilt:
A < *A ist nicht surjektiv.

Definition 1.3.2 Sei I eine nicht-leere Menge. Ein Filter auf I ist eine Ab-
bildung p: P(I) — {0,1} mit:

(a) 1A B) = u(4) - u(B).

(b) 1(A) + p(1\A) < 1
Wenn in (b) Gleichheit gilt, nennt man p Ultrafilter.

Beispiel 1.3.3 Sei I unendlich; setze u(A) := 1 genau dann, wenn I\A endlich
ist (und p(A) = 0 sonst). Dies ist ein Filter auf I. (Man nennt ihn den Fréchet-
Filter.)

Beispiel 1.3.4 Zu jedem i € I erhilt man einen Ultrafilter: p(A) :=1 <—
ie A.

Bemerkung 1.3.5 (i) Ist p ein Filter auf I und ist A < B < I, so ist

u(A) < p(B).
(ii) In der Definition von Filter kann man statt (b) auch fordern: u(&) = 0.
(Das ist dquivalent.)

Lemma 1.3.6 Zu jedem Filter i auf I gibt es einen Ultrafilter i/ auf I, so dass
fir alle Ac T gilt: 1/ (A) = u(4).

Beispiel 1.3.7 Das Lemma auf Beispiel 1.3.3 anwenden liefert einen Ultrafilter
W, so dass p'(A) =0 fir alle endlichen A < T gilt (da p/(I\A) = p(I\A) = 1).

FEinen solchen Ultrafilter (d. h. mit u'(A) = 0 fir alle endlichen A < I) nennt
man fres.

Definition 1.3.8 Sei X eine Menge und p ein Ultrafilter auf einer Indezmenge
I. Wir schreiben X! fir mit I indizierte Folgen von Elementen von X. Wir
definieren die Ultrapotenz X! /u := X!/~ wobei:

Wir schreiben [a;]; fir die Aquivalenzklasse von (a;); in X! /p.
Satz 1.3.9 Seien X, I und pu wie in der vorigen Definition. Dann gibt es zu je-
der Menge A = X" eine Menge *A < (X! /p)", so dass fiir alle (a1,:); ..., (an,i)i €
X! gilt:

([al,i]iy ey [ami]i) € *A < u({l el | (aLi, ey an)i) € A}) =1
Dies macht X! /i zu einer nichtstandard-Erweiterung von X.

Bemerkung 1.3.10 Seien X, I, u, *X = X! /u wie im vorigen Satz. Dann gilt
fiir a € X: *a = [a;];, wobei a; = a fiir alle i € I.

Satz 1.3.11 Jede Menge X besitzt echte nichtstandard-Erweiterungen.



1.4 Die Beziehung zwischen R und R

Von nun an sei *R immer eine echte nichtstandard-Erweiterung von R.

Definition 1.4.1 Die endlichen Zahlen sind *Rf" := {a € *R | Ir e Rog: |a] <
r}. Elemente von *R\*RE™ nennen wir unendlich. Die infinitesimalen Zah-
len sind {a € "R | Vr € Roq: |a| < r}. Fiir a,b € *R schreiben wir a ~ b genau
dann, wenn a — b infinitesimal ist. Die Monade um b € R ist mon(b) := {a €

R|a=~b}.

Bemerkung 1.4.2 (a) a ~ b ist eine Aquivalenzrelation auf *R.
(b) Ein Element a € *R\{0} unendlich genau dann wenn L infinitesimal ist.
(c) "R enthdlt unendliche und infinitesimale Zahlen.
(d) *R" st ein Ring mit (einzigem) mazimalem Ideal mon(0).

Lemma 1.4.3 Zu jedem a € R existiert genau ein Element in mon(a) N
R; man nennt es den Standard-Amnteil von a und schreibt st(a) dafir. Die

Abbildung st: *Ri* — R ist ein surjektiver Ring-Homomorphismus (mit Kern
mon(0)).

Lemma 1.4.4 Sei X € R. Dann gilt:
(a) X ist unbeschrinkt genau dann, wenn *X\*R* # &
(b) FEin Element a € R liegt im topologischen Abschluss von X genau dann,
wenn X nmon(a) # .

1.5 Folgen

Notation 1.5.1 Ist a, eine Folge von reellen Zahlen (d.h. a, € R fir n e N),
so verwenden wir auch die gleiche Notation fiir die entsprechende Folge in "R,
d. h. firn € *N ist a,, € *R dadurch definiert, dass {(n, a,) | n € *N} = *{(n,a,) |
n € N} ist.

Satz 1.5.2 Fiir eine Folge (ay)nen gilt:
(a) (an)n ist beschrinkt genau dann, wenn fir alle N € *N\N gilt: ay € *R®.
(b) Die Menge der Hiufungspunkte von (an)n ist genau R n {st(an) | N €
N\N}

(c) lim, .o a, = b genau dann, wenn st(ay) = b fir alle N € *N\N.

Anwendung 1.5.3 (Bolzano-Weierstrafl) Jede Beschrinkte Folge hat einen
Hiufungspunkt.

Lemma 1.5.4 Eine Folge (ap)nen (Mit an, € R) ist eine Cauchy-Folge genau
dann, wenn ay ~ ay- fiir alle unendlichen N, N’ gilt.

Anwendung 1.5.5 Fine Folge ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn sie
konvergiert.

1.6 Stetigkeit, Differenziale

Lemma 1.6.1 Sei A € R™ und f: A — R. (A bezeichnet den topologischen
Abschluss von A.) Dann gilt:
(a) limg ., f(x) =b (firae A) < Fiir alle x € *A mit x ~ a gilt f(x) ~ b.



(b) f ist stetig genau dann, wenn fir allex, 2’ € A gilt: x ~ 2’ = f(z) ~ f(a').

Lemma 1.6.2 Sei f: R — R und a € R. Betrachte ¢; := M firt e
mon(0)\{0}. Dann ist f ist differenzierbar bei a genau dann, wenn c; entlich ist
fiir alle t und wenn st(c;) nicht von t abhingt. In diesem Fall ist f'(a) = st(c;).

Anwendung 1.6.3 Fir Funktionen f,g: R > R und x € R gilt:
(a) Ist f differenzierbar in x und g differenzierbar in y := f(zx), so ist go f
ist differenzierbar in x, und es gilt (go f) (x) = f'(z) - ¢'(f(x))
(b) Falls f invertierbar ist, differenzierbar in x und f'(x) # 0 ist, so ist f=1
differenzierbar in y := f(x), und es gilt: (f~1) (y) = f’%x)

2 Hoher-stufige nichstandard-Analysis

2.1 Superstrukturen

Definition 2.1.1 Sei eine Menge Vi gegeben. Setze V11 := Vo U P(V,).
Dann gilt V,, € V41 fiir alle n. Die Vereinigung X := S(Vo) := U,,=o Vn
nennt man die Superstruktur iber V.

n=0

Bemerkung: Wir nehmen hier (und im Folgenden) der Einfachheit halber
an, dass Vj keine Mengen enthélt.

Bemerkung 2.1.2 Fine Teilmenge A € X ist ein Element von X genau dann,
wenn es einn € N gibt mit A € V,,. Insbesondere folgt aus A€ X und B < A,
dass B € X 1st.

Bemerkung 2.1.3 Ist a € X\Vy, so ist P(a) € X

Notation 2.1.4 € ist eine zweistellige Relation auf X; wie tblich erlaubt uns
Definition 1.2.2 (ii), dies in Formeln zu verwenden: ,x € y*“ ist eine Kurz-

schreibweise fir die Formel ,(z,y) € R, wobei R = {(a,b) € Xx (X\Vy) | a € b}.

Bemerkung 2.1.5 Ist A e V,\V fir einn > 1, so kann ,x € A auf zwei ver-
schiedene Arten als Formel interpretiert werden: im Sinne von Definition 1.2.2
(i) oder im Sinne von Notation 2.1.4, wobei A eine Konstante ist. Diese For-
meln sind aber dquivalent.

Bemerkung 2.1.6 Folgende Dinge lassen sich jetzt als Formeln (im Sinne von
Definition 1.2.2) ausdriicken:

(a) x ist eine Menge <= x¢V,.

b)) z=yuvz <<= x,y,2¢VoAVaeX: (aex < (a€yvacz)).

(c)z={y} <= VYu:(uezr <= u=y).

(d) Entsprechend: x = {y1,y2}, etc.
(e)ny — x,y¢VoaVzizex=zey.
(1) = = P(y)

) Falls y € X eine Menge von Mengen ist: v = |, a-..

) Fir beliebige Formeln ¢: x = {z | ¢(2)} << Vz:zez < ¢(z,y).
Vorsicht: Ein x, das diese Bedingung erfiillt, existiert nicht notwendiger-
weise in X. Wenn man statt dessen x = {z € y | ¢(z)} betrachtet (als
Formel in x und y), existiert x immer in X.

(g
(b



Bemerkung 2.1.7 (a) Ein Tupel aus X kann durch ein einzelnes Element
kodiert werden, indem wir eine Bijektion n,: X" — X wdhlen. Um uns
das Leben zu vereinfachen, wéihlen wir n, so, dass n,(Vy) €V, gilt. Dies
definiert auch eine Bijektion P(V}) — P(Vy), so dass wir P(Vy) als
Teilmenge von Vi1 auffassen konnen (was wir in Zukunft tun werden).

(b) Ist A < V} und B < VJ*, so kann eine Funktion f: A — B durch ihren
Graph beschrieben werden, also als Element von P(A x B) € Vi1 an-
gesehen werden. Auf diese Art werden wir Abb(A, B) als Teilmenge von
Vet ansehen (und damit auch als Element von Vo).

Auf diese Art kénnen wir in Formeln jetzt auch Variablen fiir Mengen von

Tupeln, fiir Funktionen und fir Kombinationen daraus verwenden (z. B. Mengen

von Tupeln von Funktionen, etc.)

Beispiel 2.1.8 (a) Mit ,z = (x,y)“ meinen wir: z ist der Code des Paars

(2, y).
Als Formel: no(x,y) = 2

(b) Mit ,x =y x 2z meinen wir: x ist die Menge der Codes der Paare aus
Y Xz
Als Formel: x = {ns(a,b) |a€y,be z}

(¢) Mit ,x € Abb(y,z)“ meinen wir: x ist der Code einer Abbildung von y
nach z.
Als Formel: x Sy x 2z AVaeyd=tbe z: (a,b) e x

(d) Istz € Abb(y, z) und a € y so meinen wir mit ,x(a) = b“: f(a) = b, wobei
f die durch x codierte Abbildung von y nach z ist.

2.2 NS-Erweiterungen von Superstrukturen

Sei weiterhin X = §(Vy) die Superstruktur iiber einer Menge Vy, und sei jetzt
*X eine echte nonstandard-Erweiterung von X.

Notation 2.2.1 FElemente a € X identifizieren wir in Zukunft nur noch dann
mit dem entsprechenden Element *a € *X wenn a € Vg ist (d. h. wir fassen Vg
als Teilmenge von *Vq auf aber nicht V, als Teilmenge von *V, fir £ > 1).

Satz 2.2.2 Sei ,x *e¢ y“ die Formel, die man durch Transferieren der Formel
L € y“ im Sinne von Notation 2.1.4 erhdlt. Auf diese Art kénnen wir jedem
Element b € *X\*V, eine Teilmenge von *X zuordnen: My := {a € *X | a *¢ b}.
Diese Abbildung *X\*Vy — P(*X),b — M, ist injektiv, und fir b € *V,.1\*Vq
ist My < *V,.

Notation 2.2.3 In der Situtation von Satz 2.2.2 identifizieren wir b mit der
Menge My, so dass insbesondere *V,,1\*Vo mit einer Teilmenge von P(*V,)
identifiziert wird, und die Relation "¢ auf X wird zu €.

Bemerkung 2.2.4 Ist A € V, fiir ein £, so hat *A zwei Bedeutungen: Einer-
seits ist A € X, so dass wir eine Teilmenge *A € *X erhalten. Andererseits ist
A € Vi1\Vy, so dass wir ein Element *A € "V, 1\"Vy erhalten, das mit der
Menge Mx, < *V, identifiziert wird. Diese beiden Mengen *A und M, sind
gleich.

Unter Verwendung von Bemerkung 2.1.7 gilt das entsprechende auch fiir
Teilmengen von Vi und fir Funktionen.



Bemerkung: Die Formel ,YA € V,“ transferiert sich nicht zu ,VA < *V,*,
sondern zu ,VA € *V,,1\*Vy“. Die Menge *V,,1\*Vj ist in der Regel eine echte
Teilmenge von P (*Vy).

Bemerkung 2.2.5 Die Formeln v = yu z, = {y}, 2 €y, = Jye, 07 =
{z| ¢(2)} aus Bemerkung 2.1.6 transferieren sich wie erwartet.

Die Formel x = P(y) transferiert sich zu: x = {a € *X\*Vy | a S y} =:
(*P)(x).

Bemerkung 2.2.6 Dass das n, aus Bemerkung 2.1.7 eine Bijektion X" — X
ist, transferiert sich zu: *n,, ist eine Bijektion *X" — *X. Insbesondere kénnen
Teilmengen A < *Vi durch Teilmengen von *V, codiert werden, und die Formeln
aus Beispiel 2.1.8 transferieren sich wie erwartet.

Anmerkung: *X ist nicht die iibliche Definition einer nonstandard-Super-
struktur. Statt dessen definiert man iiblicherweise *X := |, *V5. (Dann muss
man aber das Transferprinzip abwandeln.) Wir bleiben in dieser Vorlesung bei
unsere Definition.

2.3 Interne und externe Mengen

Definition 2.3.1 (a) Ein Standardelement von *X ist ein Element der Form

*a, fiir a € X. Insbesondere heifit eine Teilmenge A € *X standard, wenn
A = *B ist fiir ein B < X.

(b) FEine Teilmenge von *X heifst intern, wenn sie ein Element von *X\*V ist;
sonst nennt man sie extern. (Elemente von *Vo nennt man auch intern.)

(¢) Mit Hilfe von Bemerkung 2.1.7 definieren wir die Begriffe standard, intern
und extern auch fiir Teilmengen von *X™ und fiir Funktionen *X™ — *X.
(Eine Funktion ist standard bzw. intern, wenn ihr Graph standard bzw.
intern ist.)

Bemerkung 2.3.2 Zu A € *X kénnen wir Ay := {a € X | *a € A} betrachten.
Die Menge A ist standard genau dann, wenn A = *Aq gilt.

Bemerkung 2.3.3 Jede Standardmenge A € *X ist auch intern.

Bemerkung 2.3.4 Ist A € *X eine interne Menge und b € A eine Menge, so
st auch b intern.

Bemerkung 2.3.5 Ist f: (X\V()" — X eine Funktion, die Mengen als Argu-
ment nimmt (wie U, P, etc.), so ist *f nur fir interne Mengen von *X definiert;
wenn das Ergebnis eine Menge ist, ist diese auch intern.

Bemerkung 2.3.6 Ist a € "X intern, so ist (*P)(a) = {b < a | b intern}. Und:
Die Formel Nz € y“ transferiert sich zu Nx < *y, x intern®.

Satz 2.3.7 Sei A< *V} fir {,n > 1. Dann sind dquivalent:
(a) A ist intern
(b) Es gibt eine Formel ¢(x,y1,...,yx) dber X und Elemente by, ..., by € *X,
so dass A = {x € *V} | *p(z,b1,...,by)} ist.

Lemma 2.3.8 Jede endliche Teilmenge von *V, ist intern.

Lemma 2.3.9 Ist A < X unendlich, so ist A" := {*a | a € A} extern.



2.4 Hyperendliche Mengen

Definition 2.4.1 Fiir £ > 1 sei Vi® € V, die Menge aller endlichen Teilmen-

gen von Vy_y. Elemente von s, *Vin heifien hyper-endliche (oder “endliche
oder pseudo-endliche) Mengen.

Bemerkung 2.4.2 (a) Hyperendliche Mengen sind insbesondere intern.
(b) Eine Menge, die hyperendlich und standard ist, ist bereits endlich.
(¢) Nichte jede Teilmenge einer hyperendlichen Menge ist hyperendlich, aber
jede interne Teilmenge einer hyperendlichen Menge ist hyperendlich.

Bemerkung 2.4.3 Hyperendliche Mengen A verhalten sich in vielen Aspekten
wie endliche Mengen, z. B.:
(a) Eine interne Abbildung A — A ist injektiv genau dann, wenn sie surjektiv
181.
(b) Ist f: A — "R intern, so hat f ein Minimum und ein Maximum auf A.

Definition 2.4.4 Fiir jede hyperendliche Menge A gibt es genau ein N € "N,
so dass es eine interne Bijektion A — {1,..., N} gibt. Dieses N ist die interne
Kardinalitit von A (oder auch Hyperkardinalitit). Notation dafiir: *#A.

Bemerkung 2.4.5 Fiir hyperendliche Mengen A, B gilt:
(a) Sind A und B disjunkt, so ist "#(A U B) = *#A + *#B
(b) "#(A x B) = "#A- "B
(c) Ist A B, so ist "#A < "#B.
(d) *P(A) ist auch hyperendlich, und es gilt *#*P(A) = 2(*#4)

Satz 2.4.6 Ist A hyperendlich und f: A — R intern, so sind )., f(a) und
[1,ea f(a) wohldefiniert.

Satz 2.4.7 Auf*™N kann man Funktionen rekursiv definieren: Ist X eine interne
Menge, x0 € X und f: "N x X — X eine interne Funktion, so gibt es genau
eine interne Funktion g: "N — X mit g(0) = x¢ und g(n + 1) = f(n +1,g(n)).

Beispiel 2.4.8 Fir interne f: "N — "R und n € *N ist die Summe g(n) :=
Dieq1,..ny /(1) (aus Satz 2.4.6) eindeutig dadurch charakterisiert, dass g eine

interne Funktion ist, die die erwartete rekursive Definition erfillt: g(0) = 0 und
gn+1) =g(n)+ f(n+1). (Und analog fir Produkte.)

2.5 Mehr Analysis

Lemma 2.5.1 Sei X € Vy eine Menge und g,h: X — Rsg. Dann sind dquivalent:
(a) Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x € X gilt: Ist g(x) < 9,
so ist h(zx) < e.
(b) Fiir alle x € *X gilt: Ist g(z) € mon(0), so ist h(x) € mon(0).

Definition 2.5.2 Seien a,b e R. Eine feine Zerlegung des Intervals *[a,b]
*R ist eine hyperendliche Teilmenge Z < "a,b], so dass fir alle x € [a,b] ein
z € Z existiert mit x ~ z.

Anwendung 2.5.3 (Zwischenwertsatz) Ist f: [a,b] — R stetig mit f(a) <
0 und f(b) > 0, so gibt es ein x € (a,b) mit f(z) = 0.
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Lemma 2.5.4 Sei f: [a,b] — R. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a,b],
wenn fir jede feine Zerlegung (z;)i<n von [a,b] die Summe S := Zf\il () (wi—
x;_1) endlich ist (also in "RE™ liegt) und st(S) nicht von der Wahl der feinen

Zerlegung abhdngt. In diesem Fall ist S[a b] f(z)dz = st(S).

Anwendung 2.5.5 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Sei f:[a,b] — R stetig und sei F(t) := SZ f(z)dz fir ¢t € [a,b]. Dann ist
FI(t) = f(t).

3 Vergroflerungen

3.1 Vergroflerungen existieren

Definition 3.1.1 Eine NS-Erweiterung *X von X heifit Vergréflerung, wenn
es fiir jede Menge X € X eine hyperendliche Menge Y € "X gibt mit {*x | z €
XY c*X.

Satz 3.1.2 FEs gibt Vergroferungen.

Lemma 3.1.3 Seien A; < Vi, Mengen (fir i € I), so dass fiir jede endliche
Teilmenge Iy < I der Schnitt (");c; Ai nicht leer ist. Dann ist (\;,o; *A; # .

iGIo

3.2 Topologie

Wir nehmen weiterhin an, dass X die Superstruktur {iber V; ist; ab jetzt sei
aber *X eine Vergréferung von X.

In diesem Abschnitt nehmen wir auflerdem an, dass X < V ein topologischer
Raum ist. Die Menge der offenen Teilmengen von X bezeichnen wir mit 7.

(T € Vg)

Definition 3.2.1 Wir nennen eine Teilmenge U < *X offen, wenn U eine
Vereinigung von (beliebig vielen) Mengen aus *T ist.

Lemma 3.2.2 (a) Definition 3.2.1 definiert eine Topologie auf *X .
(b) Ist U < *X intern, so ist U offen genau dann, wenn U € *T ist. (Anders
ausgedriickt: *T ist genau die Menge der internen offenen Teilmengen von
*X.) Insbesondere gilt fir U = X: U ist offen (in X) genau dann wenn
*U offen (in *X ) ist.

Lemma 3.2.3 Ist cl: P(X) — P(X) die Abbildung, die eine Menge A auf
ihren topologischen Abschluss A abbildet, so bildet auch *cl jede interne Menge
A € *X auf ihren topologischen Abschluss ab. Insbesondere ist der Abschluss
von internen Mengen intern.

Die analoge Aussage gilt auch fiir das innere von Mengen.

Definition 3.2.4 Fiir x € X setze mon(z) := [\ *U, wobei U iiber alle offenen
Umgebungen von x lduft.

Lemma 3.2.5 Zu jedem x € X existiert ein V € *T mit x € V < mon(z).

Lemma 3.2.6 (a) Fir ACc X undz e X gilt: r€ A «— r€ A <
mon(z) N *A # &F.
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(b) Fiir A< X gilt: A ist offen <= mon(z) S *A fiir alle x € A.
(¢) IstY < Vg ein weiterer topologischer Raum und f: X — Y, soist f stetig
genau dann, wenn fir alle x € X gilt: *f(mon(z)) € mon(f(z)).

Lemma 3.2.7 X ist Hausdorff genau dann, wenn fir alle x,y € X mit x # y
gilt: mon(z) N mon(y) = .

Definition 3.2.8 Ein Punkt x € *X heifit standard-nah (,near-standard*)
genau dann, wenn es ein ¥’ € X gibt mit x € mon(z’).

Lemma 3.2.9 X ist kompakt genau dann wenn alle Punkte von *X standard-
nah sind.

Anwendung 3.2.10 Stetige Funktikonen f: X — R auf kompakten Rdumen
X nehmen ein Maximum an.

Anwendung 3.2.11 Ist X kompakt und f: X — Y stetig und surjektiv (wobei
Y € Vy ein weiterer topologischer Raum ist), so ist Y kompakt.

Seien (X;)ier topologische Rdume und sei Y := [[,.; das Produkt, mit
der Produkttopologie: Basis-offene Mengen sind von der Form {(x;)ier | i, €
Ui,...,z; € Uy} fiir U; € X;, offen. Wir nehmen I, X;,Y € V; an.

Lemma 3.2.12 Fiir y = (x;)ier €Y gilt:
mon(y) = Hmon(wi) X H X
iel ie¥I\I
Anwendung 3.2.13 Das Produkt von Hausdorff-Rdumen ist wieder Hausdorff.

Anwendung 3.2.14 (Tychonoff) Das Produkt kompatker Rdiume ist kom-
pakt.

3.3 Anwendung auf Hilbertraume

Lemma 3.3.1 Ist (a;), %y eine interne Folge mit a; € mon(0) fir alle i € N,
dann gibt es ein N € "N\N, so dass a; € mon(0) fiir allei < N gilt.

Satz 3.3.2 Sei H ein Hilbert-Raum tber C und T: H — H ein beschrinkter
Operator (d. h. eine lineare Abbildung, die beschrinkte Teilmengen auf beschrinkte
abbildet). Wir nehmen an, dass es ein Polynom f € C[X] gibt, so dass @Q :=
f(T) kompakt ist (d.h. beschrinkte Teilmengen von H auf kompakte abbil-
det). Dann gibt es einen nicht-trivialen abgeschlossenen Unterraum U < H
mit T({U) < U.
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