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Hinweis: Es werden nur die ersten beiden Aufgaben korrigiert und bewertet.

[K] Aufgabe 3.1 (2 + 3 Punkte)

Sei X ein Banachraum. Zeigen Sie:

(a) Jeder beschriinkte Operator A € £ (X) erzeugt eine Cy-Halbgruppe auf X.
Hinweis: Nutzen Sie aus, dass sich T'(t) = exp(tA) als Exponentialreihe darstellen lidsst. Zeigen
Sie auch, dass A tatséchlich der Erzeuger dieser Halbgruppe ist.

(b) Besitzt eine Cy-Halbgruppe (7(t)):>0 die Eigenschaft

=0
1T(t) = Il 2(x) = 0,
so wird sie von einem beschrinkten Operator A € Z(X) erzeugt.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass T € C([0,00),.Z (X)), und anschliefiend, dass der Erzeuger
A auf seinem Definitionsbereich D(A) (vgl. Definition 2.4) beschrankt ist.

[K] Aufgabe 3.2 (3 Punkte)

Sei X ein Banachraum und (7(¢)):>0 eine Co-Halbgruppe mit Generator A und Wachstumsschranke
w( T) = Wwp-

Zeigen Sie: (exp(—At)T(t)):>0 mit A € R ist eine Cp-Halbgruppe auf X mit Generator A — A und
Wachstumsschranke w(exp(—At) T(t)) = wo — A.

Hinweis: Sie diirfen die Produktregel aus Aufgabe 3.3 ohne Beweis verwenden.

Aufgabe 3.3

Seien X ein Banachraum, ¢ > 0 und S, T : [0,00) — Z(X) zwei Cyo-Halbgruppen. Zeigen Sie, dass
an der Stelle ¢ fiir alle z € X die Produktregel gilt:

G (TWS(e) = TS W+ T80z

(also insbesondere auch, dass 7 — T'(7)S(7)z an der Stelle ¢ differenzierbar ist).

Hinweis: Eine Cy-Halbgruppe T ist in einer Umgebung von ¢ > 0 gleichméfig beschrankt, d.h. es
gibt ein € > 0, sodass sup|;_r<. | T(7)[l.z(x) < oo

Abgabe bis zum Freitag, den 20. November 2020, 11.00 Uhr iiber das Ilias-System.



