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Aufgabe 1: (1P+2P)

Ist X ein Banachraum, a ă b, f P L1ppa, bq, Xq und F ptq :“
t
ş

a
fpsqds für t P ra, bs, so ist F fast überall

(Fréchet-)differenzierbar mit F 1 “ f fast überall.1

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Ist T P p0,8s, 1 ď p ă 8, X ein Banachraum und u P W 1,ppp0, T q, Xq, so ist u fast überall
(Fréchet-)differenzierbar und für fast alle t P p0, T q stimmt die Fréchet-Ableitung mit der schwachen
Ableitung u1 P Lppp0, T q, Xq überein.

(b) Sei X ein Banachraum, T P p0,8q, 1 ď p ă 8 und A : DpAq Ă X Ñ X ein abgeschlossener
Operator. Zeigen Sie, dass A genau dann maximale Regularität auf p0, T q hat, wenn

L : ET ÝÑ FT , u ÞÝÑ

ˆ

p ddt `Aqu
up0q

˙

ein Isomorphismus ist, wobei ET “W 1,ppp0, T q, XqXLppp0, T q, DpAqq, FT “ Lppp0, T q, XqˆIppAq.

Hinweis: Eine Implikation aus (b) haben wir bereits in der Vorlesung gezeigt.

Aufgabe 2: (Maximale Regularität auf endlichen Zeitintervallen)(4P)
Sei X ein Banachraum, 1 ď p ă 8, T P p0,8q und A : DpAq Ă X Ñ X ein abgeschlossener Opera-
tor. Zeigen Sie, dass A genau dann maximale Regularität auf p0, T q hat (also A P MRpX,CpT qq mit
einer Kostanten CpT q ą 0), wenn A maximale Regularität auf p0, T 1q für jedes T 1 P p0,8q hat (also
A P MRpX,CpT 1qq mit CpT 1q ą 0).
Hinweis: Zeigen Sie, dass man die Lösung u des Cauchyproblems auf p0, T q fortsetzen kann zu einer
Lösung auf p0, T ` T1q für ein T1 ă T .

Aufgabe 3: (Maximale Regularität für ∆2)(4P)
Zeigen Sie, dass der Operator

A : DpAq Ă LppRnq ÝÑ LppRnq, u ÞÝÑ ∆2u

für 1 ă p ă 8 und DpAq :“W 4,ppRnq maximale Regularität auf p0,8q hat (also A P MRpLppRnq).
Hinweis: Verwenden Sie die Sätze 9.43 und 9.45.

Aufgabe 4: (Maximale Regularität für ∆2 mit Störung)(4P)
Sei 1 ă p ă 8 und A “ ∆2 der Operator aus Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass es zu jedem T P p0,8q ein
ε ą 0 gibt, sodass

L : ET ÝÑ FT , u ÞÝÑ

ˆ

9u`∆2u` a ¨∆u
up0q

˙

für alle a P L8pp0, T q, L8pRnqq mit }a}8 ď ε ein Isomorphismus ist.
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3 und den Satz über die Neumann’sche Reihe.

1Siehe: Arendt & Batty & Hieber & Neubrander, Vector-valued Laplace Transforms and Cauchy Problems, Prop. 1.2.2.


