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Aufgabe 1: (1P+2P)

Ist X ein Banachraum, a < b, f € L'((a,b), X) und F(t) := { f(s)ds fiir t € [a,b], so ist F' fast iiberall

Q ey

(Fréchet-)differenzierbar mit F' = f fast iiberall.*

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Ist T € (0,0], 1 < p < 00, X ein Banachraum und v € WP((0,T), X), so ist u fast iiberall
(Fréchet-)differenzierbar und fiir fast alle ¢ € (0, 7") stimmt die Fréchet-Ableitung mit der schwachen
Ableitung v’ € LP((0,7T), X) iiberein.

(b) Sei X ein Banachraum, T' € (0,0), 1 < p < o und A : D(A) ¢ X — X ein abgeschlossener
Operator. Zeigen Sie, dass A genau dann maximale Regularitat auf (0,7) hat, wenn

o ()

ein Isomorphismus ist, wobei Ep = WP ((0,T), X) nLP((0,T), D(A)), Fr = LP((0,T), X) x I,(A).

Hinweis: Eine Implikation aus (b) haben wir bereits in der Vorlesung gezeigt.

Aufgabe 2: (Maximale Regularitét auf endlichen Zeitintervallen)(4P)

Sei X ein Banachraum, 1 < p < o0, T € (0,0) und A : D(A) € X — X ein abgeschlossener Opera-
tor. Zeigen Sie, dass A genau dann maximale Regularitat auf (0,7") hat (also A € MR(X,C(T")) mit
einer Kostanten C(T') > 0), wenn A maximale Regularitit auf (0,7”) fiir jedes T” € (0,0) hat (also
A e MR(X,C(T") mit C(T") > 0).

Hinweis: Zeigen Sie, dass man die Losung u des Cauchyproblems auf (0,7) fortsetzen kann zu einer
Losung auf (0,7 + T1) fiir ein Ty < T.

Aufgabe 3: (Maximale Regularitit fiir A2)(4P)
Zeigen Sie, dass der Operator

A:D(A) c LP(R") — LP(R™), ur— A2y

fiir 1 < p < oo und D(A) := W*P(R") maximale Regularitiit auf (0,00) hat (also A € MR(LP(R™)).
Hinweis: Verwenden Sie die Satze 9.43 und 9.45.

Aufgabe 4: (Maximale Regularitit fiir A? mit Stérung)(4P)
Sei 1 < p < o und A = A? der Operator aus Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass es zu jedem T € (0, 0) ein
€ > 0 gibt, sodass

_ . 2 ]
L Ep— Fp, we (u—i—A u+a Au)

u(0)
fir alle a € L*((0,7"), L*(R™)) mit |a]s < € ein Isomorphismus ist.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3 und den Satz {iber die Neumann’sche Reihe.

1Siehe: Arendt & Batty & Hieber & Neubrander, Vector-valued Laplace Transforms and Cauchy Problems, Prop. 1.2.2.



