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Aufgabe 1: (Fortsetzungsoperator)(4P)
Sei X ein Banachraum, T € (0,00) und oW'P((0,T), X) := {u e WP((0,T), X) | u(0) = 0}. Fiir eine
Funktion w : [0,7] — X definieren wir

0, —w<t<0Qoder 2T <t<w

Eru(t) := < u(t), 0<t<T

uw@T —t), T<t<?2T.

Zeigen Sie fiir 1 < p < 00, dass sowohl
Ep:LP((0,7),X) — L”((a,b), X)
als auch
Er : oW'P((0,T), X) — WP ((a,b), X)

fiir alle —o0 < a < 0 < T < b < o ein Fortsetzungsoperator (d.h. ein stetiger linearer Operator mit
Erulgry = u) ist. Zeigen Sie weiterhin, dass es ein von den Intervallen (0,7") und (a,b) unabhéngiges
C > 0 gibt, sodass [ E7] 2 we(0.1).%).L((a)20) < € und |Er| 2w (0,1),0)w12((ap),x)) < C gilt.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst fiir den Fall (a,b) = R und verwenden Sie, dass C*([0,77], X)
dicht in WHP((0,T), X) liegt.

Aufgabe 2: (Soboleveinbettung mit Zeitspur 0 und Poincaré-Ungleichung)(2P-+2P)
Sei X ein Banachraum und 1 < p < c0. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Fir Ty € (0,00) gilt die Soboleveinbettung
oW ((0,7), X) — C([0,T], X)
gleichmiRig in T" € (0, Tp], d.h. es gibt ein C' > 0, sodass [u[c(o,71,x) < Clullwre(o,r),x) fiir alle
ue oWhHP((0,7T), X) und fiir alle T € (0, Tp] gilt.
(b) Fiir T € (0, 00) gilt die Poincaré-Ungleichung
|l ze0.1),x) < Tll] 2o 0,1),3)
fiir alle u € gWHP((0,7T), X) = {u e WP((0,T), X) | u(0) = 0}.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1, um (a) zu l6sen.

Aufgabe 3: (R-sektorielle stetige Operatoren)(4P)

Sei X ein Banachraum und A € Z(X) mit 0(A) c X, fiir einen Winkel ¢ € (0, 7). Zeigen Sie, dass A
ein R-sektorieller Operator mit cp} < g ist. Insbesondere gilt A € MR(X), falls ¢ < § und X von der
Klasse HT ist.

Zur Erinnerung: Ein linearer und dicht definierter Operator A : D(A) < X — X mit dichtem Bild
heiRt (R-)sektoriell, wenn es einen Winkel ¢ € (0, 7) gibt, sodass 0(A) < ¥, gilt und

DA+ A) e, ) c Z(X) (*)
(R-)beschriinkt ist. Das Infimum aller o € (0, 7), sodass (*) (R-)beschriinkt ist wird mit ¢4 bzw. ¢§

bezeichnet.

Hinweis: Betrachten Sie fiir A € ¥, die Fille [\| < 2[A] ¢(x) und |A| > 2| A] #(x). Verwenden Sie
Bem. 9.22 (d) fiir ersteren Fall und stellen Sie A(A — A)~! fiir letzteren Fall durch die Neumann’sche
Reihe dar.



