Ubungsblatt 12 W %/

Partielle Diffi tialgleich II, SoSe 2017

artielle Differentialgleichungen II, SoSe HEINRICH HEINE
Prof. Dr. Jiirgen Saal, Pascal Hobus UNIVERSITAT DUSSELDORF
Abgabe: 11.07.17 in der Ubung

Aufgabe 1: (Maximale Regularitit fiir parameter-elliptische Operatoren)(4P)
Sei 1 < p < o0, meNund a, € C fir @ € Ny mit || = 2m. Der Operator

A:WPMP(RY) @ IP(R") — LP(RY), ur— Y aad®u
|a|=2m
sei parameter-elliptisch mit Elliptizitdtswinkel ¢4, d.h. es gibt ein ¢ € (0, 7) mit
Dl aa(i)* =By VEER™|E] =1 (*)
|a|=2m

und ¥4 € [0, 7) ist das Infimum aller ¢ € (0, 7), die (*) erfiillen. Zeigen Sie, dass A pseudo-R-sektoriell
mit ¢} < ¢4 ist. Insbesondere gilt also A € MR(LP(R™)), falls ¢4 < 5 ist.

Hinweis: In Abschnitt 7.1 hatten wir gesehen, dass [|[(A+A) | z»(rn) fiir jedes A € ¥y eine dquivalente
Norm auf W2™P(R") darstellt. Desweiteren gibt es fiir alle a € NI eine Konstante C, 4 > 0, sodass

sup [¢]1*10%m (€)] < Cayy  YAE Sry
£eRn

.. L A .
fiir das Symbol my(§) := NS o 6 gilt.

Aufgabe 2: (Nemytskijoperatoren in LP(R"™))(2P)

Sei ¢ : R —> R Lipschitzstetig mit ¢(0) = 0 und sei 1 < p < 0. Zeigen Sie, dass der zugehorige
Nemytskijoperator f — [t — ¢(f(t))] : LP(R™) — LP(R™) wohldefiniert und Lipschitzstetig ist. Ist
die Bedingung ¢(0) = 0 notwendig?

Aufgabe 3: (Regularisierung der Warmeleitungsgleichung)(4P)
Seil < p < owund Ay = A auf D(A) = W2P(R") < LP(R™). Sei ug € I,(AL). Zeigen Sie fiir die
Losung u := e!4Lug € By der Wirmeleitungsgleichung

otu—Au = 0, te(0,0)
U(O) = Uo,

dass u e C¥((0,00) x R™).

Hinweis: Verwenden Sie den Parametertrick: Zeigen Sie fiir uy ,,(t, z) := u(M, x+tu), dass die Funktion
(A p) = uxny = (0,14 9) x R" - Ep fiir T € (0,00) und § > 0 auf einer geeigneten Umgebung
(1,0) e A < (0,1 + 9) x R™ analytisch ist, indem Sie den Satz tiber implizite Funktionen auf

U:(0,1+468) xR" x Ep —> Fr, (A, p,w) —> <atw—mw_u.vw>

w(0) — ug

anwenden.



