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Aufgabe 1: (Maximale Regularität für parameter-elliptische Operatoren)(4P)
Sei 1 ă p ă 8, m P N und aα P C für α P N0 mit |α| “ 2m. Der Operator

A : W 2m,ppRnq Ă LppRnq ÝÑ LppRnq, u ÞÝÑ
ÿ

|α|“2m

aαB
αu

sei parameter-elliptisch mit Elliptizitätswinkel ψA, d.h. es gibt ein ψ P p0, πq mit
ÿ

|α|“2m

aαpiξq
α Ă Σψ @ξ P Rn, |ξ| “ 1 (*)

und ψA P r0, πq ist das Infimum aller ψ P p0, πq, die (*) erfüllen. Zeigen Sie, dass A pseudo-R-sektoriell
mit ϕR

A ď ψA ist. Insbesondere gilt also A P MRpLppRnqq, falls ψA ă π
2 ist.

Hinweis: In Abschnitt 7.1 hatten wir gesehen, dass }pλ`Aq¨}LppRnq für jedes λ P Σπ´ψ eine äquivalente
Norm auf W 2m,ppRnq darstellt. Desweiteren gibt es für alle α P Nn0 eine Konstante Cα,ψ ą 0, sodass

sup
ξPRn

|ξ||α||Bαmλpξq| ď Cα,ψ, @λ P Σπ´ψ

für das Symbol mλpξq :“ λ
λ`

ř

|α|“2m aαpiξqα
gilt.

Aufgabe 2: (Nemytskijoperatoren in LppRnq)(2P)
Sei φ : R ÝÑ R Lipschitzstetig mit φp0q “ 0 und sei 1 ď p ď 8. Zeigen Sie, dass der zugehörige
Nemytskijoperator f ÞÝÑ rt ÞÑ φpfptqqs : LppRnq Ñ LppRnq wohldefiniert und Lipschitzstetig ist. Ist
die Bedingung φp0q “ 0 notwendig?

Aufgabe 3: (Regularisierung der Wärmeleitungsgleichung)(4P)
Sei 1 ă p ă 8 und AL “ ∆ auf DpAq “ W 2,ppRnq Ă LppRnq. Sei u0 P IppALq. Zeigen Sie für die
Lösung u :“ etALu0 P E8 der Wärmeleitungsgleichung

#

Btu´∆u “ 0, t P p0,8q

up0q “ u0,

dass u P Cωpp0,8q ˆ Rnq.

Hinweis: Verwenden Sie den Parametertrick: Zeigen Sie für uλ,µpt, xq :“ upλt, x`tµq, dass die Funktion
pλ, µq ÞÑ uλ,µ : p0, 1 ` δq ˆ Rn Ñ ET für T P p0,8q und δ ą 0 auf einer geeigneten Umgebung
p1, 0q P Λ Ă p0, 1` δq ˆ Rn analytisch ist, indem Sie den Satz über implizite Funktionen auf

Ψ : p0, 1` δq ˆ Rn ˆ ET ÞÝÑ FT , pλ, µ,wq ÞÝÑ

ˆ

Btw ´ λ∆w ´ µ ¨∇w
wp0q ´ u0

˙

anwenden.


