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Aufgabe 1: (Wirmeleitungshalbgruppe in LP)(4P)
Der Laplaceoperator
Ap, : WHP(R™) ¢ LP(R") — LP(R"), u+—— Au

erzeugt nach Korollar 7.4 fiir 1 < p < o eine beschréankte holomorphe Cy-Halbgruppe (€tAL’p)t>0 vom
Winkel § = § auf LP(R"). Zeigen Sie, dass

inf =Gy f = F7 e FF vfe PR VE =0

fir alle 1 < p < oo gilt, wobei G fiir ¢t > 0 der Gauss’sche Kern ist (siche Blatt 1).
Hinweis: Zeigen Sie fiir A € C\(—00,0], dass (A— AL )" f = (A= AL 2)~f und damit auch e*rr f =
etA2 f fiir alle f € LP(R™) n L?(R™) gilt. Dazu ist Blatt 5, Aufgabe 4 hilfreich. Verwenden Sie an-
schliefend Blatt 1, Aufgabe 2 sowie die Dichtheit von LP(R") n L?(R") < LP(R").

Aufgabe 2: (Fourierreihen in L?(0,1))(4P+2P)
Fiir eine komplexwertige Funktion f € L'(0,1) ist der Fourierkoeffizient zu m € Z definiert durch

1
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und die Fourierrethe von f durch )  _, F(m)e?™m® Eine Funktion der Form P(z) = Dlm|<N A 2T

mit N € Nund a,, € C, m € Z, |m| < N heilst trigonometrisches Polynom.

(a) Zeigen Sie, dass (¢m)mez mit @ (z) = €™ eine Orthonormalbasis (ONB) von L2(0,1) ist.

Insbesondere folgt dann f =, _, A(m)e%im'x in L%(0,1) fiir alle f € L?(0,1). Verwenden Sie
dazu den Approximationssatz von Weierstraf fiir trigonometrische Polynome. Dieser besagt, dass
jede 1-periodische stetige Funktion f : R — C gleichméfig durch trigonometrische Polynome
approximiert werden kann.

(b) Sei e H*(0,1) mit u)(0) = ul)(1) fiix j = 0,...,k — 1. Zeigen Sie u(®)(m) = (2mim)¥ai(m) fix
m € Z. Beachten Sie dazu die Soboleveinbettung H*(0,1) < C*~1[0,1].

Zur Erinnerung: In einem Hilbertraum H sind fiir ein Orthonormalsystem (g )rez © H dquivalent:

(i) (@R)RGZ ist eine ONB7 (ii) ZkeZ<f7 (Pk>H90k = f in H Vf € H, (iii) Hf”%{ = ZkeZ |<f7 ka>H|2 Vf € H,
(iv)VfeH: {f;pmp=0V¥meZ= f=0.

Aufgabe 3: (Laplaceoperator in L%(0,1))(6P)
Zeigen Sie fiir den Operator

A:D(A) c L*(0,1) — L*(0,1), u+—u”

auf D(A) := {u e H?(0,1) : u(0) = u(1),'(0) = u'(1)}, dass —A pseudo-sektoriell mit Spektralwinkel
w_4 = 0 aber nicht sektoriell ist und eine Cy-Halbgruppe mit Wachstumsschranke w(T") = 0 erzeugt.

Hinweis: Finden Sie mit Hilfe von Aufgabe 2 eine Reihendarstellung fiir die Resolvente (A — A)~Lf,
f € L?(0,1) und zeigen Sie, dass diese Reihe sogar in H2(0,1) konvergiert.



