Ubungsblatt 7 W %/

Partielle Diffi tialgleich II, SoSe 2017
artielle Differentialgleichungen II, SoSe HEINRICH HEINE
Prof. Dr. Jiirgen Saal, Pascal Hobus UNIVERSITAT DUSSELDORF

Abgabe: 06.06.17 in der Ubung

Aufgabe 1: (Maximale Regularitéit)(2P+4P)
Sei T'e (0,00], 1 < p<oound A: D(A) ¢ X — X abgeschlossen. A hat maximale LP-Regularitét
auf [0,7), falls fiir alle (f,z) € LP((0,T), X) x I,(A) =: I eine Funktion w : [0,T) — X existiert, die
das Cauchy-Problem

cp),. {gtu +Au =f in (0,7),
’ u(0) ==

fast tiberall 16st (d.h. w ist fur f.a. ¢ € (0,7) differenzierbar mit u(t) € D(A) fir fa. t € (0,7) und
%u + Au = f fi. in (0,7) sowie u(0) = x) und falls es ein C = C(T") > 0 gibt, sodass fiir alle
(f,z) € F die Ungleichung

Il Lo o), x) + 1A%l Lo o), x) < C(1f | Lr(o.1),x) + 1201, (a)) (*)
erfiillt ist. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Wenn A maximale LP-Regularitit hat und eine beschrankte holomorphe Cy-Halbgruppe erzeugt,
so gilt fiir die Losung u von (CP); , zu (f,z) € F

t
u(t) = ety 4 fe(ts)Af(s)ds Vit e [0,T).
0

(b) Existiert fiir alle f € LP((0,T), X) eine Funktion u : [0,T) — X, die (CP); fast iiberall 16st
und eine Konstante C' > 0, sodass Ungleichung (*) mit 2 = 0 erfiillt ist, so hat A bereits maximale
Regularitdt auf [0,7), falls A eine beschréankte holomorphe Cy-Halbgruppe erzeugt.

Hinweis: Betrachten Sie fiir Aufgabe (a) die (fast iiberall existierende) Ableitung der Funktion s —
e~ (=9)4y(s). Wihlen Sie fiir Aufgabe (b) zu = € I,(A) ein geeignetes v € E mit v(0) = 2 und betrach-
ten Sie das Problem (CP)f—(%+A)u,0'
Aufgabe 2: (Faltung und Fouriertransformation)(2P+2P)

Seien X,Y Banachrdume. Fir 1 < p,q,r < 00 mit %—l—% =1+ %, ge LPR", Z(X,Y)) und f €
L(R™, X) ist die Faltung definiert durch

g% f(z) = f o(e —y)f(w)dy, zeR™

RTL

(a) Zeigen Sie g = f € L"(R™,Y), indem Sie die Banachraum-wertige Version der Young’schen Unglei-
chung g * f[zr@n vy < l9llr @, 2y ) 1 flLa@n x) beweisen.

~

(b) Zeigen Sie im Fall p = ¢ = r = 1, dass m = (2m)27 - f gilt, wobei g - f(m) = g(x)f(x) fir
r e R™

Aufgabe 3: (Vererbung der R-Beschranktheit)(2P+2P+2P)
Seien XY, Z Banachridume. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sind 7,8 < Z(X,Y) R-beschriankt, so auch 7 + S mit R(T +S) < R(T) + R(S).
(b) Sind T < Z(Y,Z) und S € Z(X,Y) R-beschrinkt, so auch 78 mit R(TS) < R(T)R(S).

(c) Ist T € Z(X,Y) R-beschrinkt, so auch der Abschluss T beziiglich der starken Operatortopologie
mit R(T") < R(T).



