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Hinweis: Es werden nur die ersten beiden Aufgaben korrigiert und bewertet.

[K] Aufgabe 6.1 (5 Punkte)

Sei T € (0,00], 1 < p <oound A : D(A) C X — X abgeschlossen im Banachraum X. A hat
maximale LP-Regularitat auf [0, T'), falls fiir alle (f,z) € LP((0, T'), X) x I,(A) =: I eine Funktion
u:[0,T) — X existiert, die das Cauchyproblem

uy + Au = fin (0,
(CP)M{ +u(0):]; (0,7)

fast iiberall 16st (d.h. u ist fiir fast alle ¢ € (0, T') differenzierbar mit u(¢) € D(A) fir fast alle
t € (0,T) und w + Au = f fast iiberall in (0, T') sowie u(0) = z) und falls es ein C = C(T) > 0
gibt, sodass fiir alle (f,z) € F die Ungleichung

(MRU) @]l o (0, 7),x) + 14wl o0, 7),x) < C (IF e (0, 7),x) + 12l 1, (a))
erfiillt ist. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn A maximale LP-Regularitdt hat und eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe er-
zeugt, so gilt fir die Losung u von (CP)y , zu (f,z) € F, dass

u(t) = exp(—tA)z + /0 exp(—(t —s)A)f(s) ds

fir alle t € [0, T).

(b) Existiert fiir alle f € LP((0, T'), X) eine Funktion u : [0, T') — X, die (CP); , fast iiberall 15st,
und eine Konstante C' > 0, sodass die Ungleichung (MRU) mit 2 = 0 erfiillt ist, so hat A bereits
maximale Regularitit auf [0, T'), falls A eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe erzeugt.

Hinweis: Betrachten Sie fiir (a) die (fast {iberall existierende) Ableitung der Funktion
s +— exp(—(t — s)A)u(s). Wihlen Sie fiir (b) zu z € I,(A) ein geeignetes v € E mit v(0) = =
und betrachten Sie das Problem (CP);_ ;1 4,y 0-

[K] Aufgabe 6.2 (3 Punkte)

Seien X ein Banachraum und 1 < p < oco. Zeigen Sie die Einbettung:
WP ((0, T), X) = C(0, T], X) = BUC([0, T], X)

fir T € (0, 00).
Hinweis: Betrachten Sie u € C*°([0, T], X). Zeigen Sie zuniéchst [|u(0)[x < Cr|ulwir(o,7),x)
fiir ein solches u, indem Sie



verwenden. Folgern Sie daraus, dass (C°°([0, T1, X), || - [ w1.r(0,1),x)) <> C([0, T], X), und nutzen
Sie dann C>([0, T], X) <% WLP((0, T), X) aus.

Aufgabe 6.3

Sei X ein Banachraum und A € Z(X). Zeigen Sie, dass A fiir T € (0,00) und 1 < p < oo maximale
LP-Regularitét besitzt.

Hinweis: Machen Sie sich zun#chst klar, dass A eine holomorphe, aber nicht notwendigerweise
beschrankte Halbgruppe erzeugt. Weisen Sie die maximale Regularitdt dann anhand der Definition
nach.

Abgabe bis zum Freitag, den 28. Mai 2021, 11.00 Uhr iiber das Ilias-System.



