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Hamming
- Codes ist eine wicntige Familie der fehkrkorrigierender code. Es Sind

auch linear codes und Kohnen Ober jegliche end/iche Gflql definiert werden

Definition :B inciter Hamming - code
Sei r c- IN und A eine r ✗ 12111 - Matrix ,

dessert spatter rerschiedenerektorentto) aus V42)

Sind
.
Der code zu der Paritoitspriifmatrix A wird biniiarer Hamming - code genannt und ais

Ham lr
, 2) bezeichnet.

Bemerkongen : ( it Ham lr,2) besitzt die tinge n=2r- n und die Dimension K= n - r.

Daraus resultiert das r= n- k die Anzani der zu priifenden Zeichen in

jedem codewort . Es wird auch Redundant eines codes genannt.

Iii ) Da die Reihenfdge der spatter der Matrix H beliebig ist , ist Ham lr,2) Zor

Redundant r ein beliebiger code aus einer Menge gleichwertiger codes.

Beispiel 8.A

F-3 : die Paritéitsprofmatrix for Ham 13,2) ist H =/ 899^0^0 ^^ ^^
^ 01 on on )

in die standardform omgewandelt ist *=\ ? I
^^

/
° °

^^ : : : : ;)
÷ :|: : :Daraus folgt nach 7.6 die Generatormatrix 0=400^0 ? ? ? ? ;)

Man Kann daher Senen
,
dass Ham 13,27 Equivalent zum perfekten [7. 4,3] -

code aus dem Beispiel 5.6 .



Satz 8.2 Sei Ham (r, 2) Mit F-2

it Es ist ein [2
'-1,211 -r] - code

Iii ) Es besitzt eine Minimaldistant von 3

Ciii) Es ist ein perfekter code
Beweis : 4) Bei Definition ist Ham (r, 2)

+
ein [2-Air] - code und somit ist

Ham lr
, 2) ein [2^-1,2-1 -r] - code.

Iii) Da Ham (r,2) ein tinearer code ist
,
nicht es zu zeigen, class jedes

codewort 1--10) ein Gewicnt =3 hat
.
Dies zeigen wir mittels eines wider

-

sprochbeweises.

Nehmen wir an Hamlr, 21 besitzt ein codeword in Mit dem Gewiontr ,

also ✗
,
= 0 - - . . 010 - - ' 0

i estelle

Dax, orthogonal zu jeder Paritoitspriifong (Zeiten derParitéitsprofmatrix
A) stent , ist an der i-ten Stelle jedeparitoitspriifong eine 0 .

Deshalb ist die

i-te spatteron It der Nollvektor , was im Widersproch 2-or Definition von

H stent
.

Nehmen wir non an Aamir
,2) besitzt ein codewort ✗a Mit dem Gewicht 2

,

also ✗ = 0 - - - - 010 - -- 010 . - - O

i estelle te Stelle

Betrachten wir non die s-te Zeit von H [hsn , .
. -

,
hsn] .

Da x2 orthogonal
2-0 jeder Zeik von H stent

, gilt hsi + hsj = 0 lmod 2) for 5- 1, . . ,r.Daraus

fdgtjedoch hsi = hsj (Mod 2) for 5- 1 , ..,r , was im Widersprochzur Definition von H

stent
,
da die i-te ondj-te Spake von H identiscnuoiren

.

(Iii ) Hierbei reicht es aus Satz 2.182-0 Zeiger . Mit t=n, A-24 und M = In
-

rergibtsich
die fdgendeoleichong M{1+111+121-1 . . . +1713--2^-41+1111=2^-41 -in 1=2^-11+271)

=2ns In



Definition : Dekodieren eines binioiren Hamming
- codes

Da Ham lr , 2) ein perfekter fehlerkorrigierender code ist , sind die Anfiihrer der NelsenKlassen

genao I f-n +A) rektoren aus Vln , 2) Mit dem Gewicht El
.

For den fdgonden Dekodieralgorithms ist es notwendig , das die spatter von H binéir aiufsteigend

angeordnet sind.

schrittn : wenn sie einen Vektory empfangen , berechnen sie das Syndrom

Sly / =y AT
Schlitt2 : wenn sly ) -0 , dann Komen wir davon avsgenen, dass y korrekt obertragen

work
.

Schnitt 3 : wenn sight 0 , dann Komen wir dawn ausgehen, das ein einZeiner

Fenter vorliegt . Das Ergebnis gibt dabei binéir die Position des

tenters an
.

Beispiel :
* =L : : : : : : :|

I :%̂̂g-- 1101011
: Sly ) -- y# = (11010^1) . ^^; § ;) = 1^1 0)

^ ^^

⇒ an an der 6. Position liegt ein Fenter Vor

⇒ y
= A 10 10 01



Definition : Erweiteterbinéirer Hamming - code
Der erweiterte binaire Hamming - code Héim 1h21 entsteht durch das Hinzofogen
einer gesamten Paritoitspriifong zum Ham 4,21 . Dabei enont sich die Minimaldistant von

3 auf 4.

Die Paritéitspriif matrix sient also wie im folgenden aus :

H→ it = ( H :?)rn . . . no

Die letzte Zeite gibt also die gesamte Paritatsprofong auf dem
codewort

.
2- Um Beispiel ✗n t - -.

+ ✗
n+,

=0

Wenn Hs spatter binéir aufsteigend sortiertsind
,
Komen wir den fdgenden

Algorithmus anWenden .
schrittn : wenn sie einen Vektor y empfangen , berechnen sie das Syndrom

Sly / =YET. Sei Slyl = Isn sa Ss 4)
Schnitt 2 : Wenn si, = O und Isn sa 8) = 0 ,

dann Kohnen wir davon avsgehen ,
class keine tether rorliegen .

Schnitt 3 : Wenn si, = O und Isn sa b) + 0 ,
damn kcinnen wir davon avsgehen ,

dass min
.
2 Fenter aufgetreten sind und eine emote iibertragungerfdgen some

Schnitt 4 : Wenn si, = n und Isn sa b) = 0
,
dann Kohnen wir davon avsgehen ,

Dass ein Fenter in der letzten Position aufgetreten ist
.

Schnitt5 : Wenn si, = A und Isn sa b) + 0 ,
dam Kohnen wir davon avsgehen ,

Dass ein Fenter in der binoiren Position von Isn sa s )

Beispiel : for HIM 13,2) if -- 11010111 001

0101
On ^^

it=/ §§§§ ¥?;) 5181=81*-410101111 -µ.

go
!/ Frogn n

^^ on

8881
⇒ si O und Isn sa s ) = ( 1101 ⇒ Tether an 6.Position ⇒ y

= 1101001



Satz 8.4

Sei c ein tinearer Cn
,
K] - code Ober GF191 Mit Paritatsprofmatrix H

.

Die Minimal -

distant von c istgenao dann d ,
wenn Hd beliebig linear abheingige Spatter und

d- A beliebige linear unabhioingige spatter besitzt .

Bewe Sei ✗= In . . . . ✗
n ) ein Vektor in Vln , 91 .

Dann fdgt
✗ e cc⇒ 51×1--0 c⇒ ✗ AT-0 ⇐> ✗

n Hn -1×211-2-1 . . . + ✗n Hn =O

Wobei Hn
,
n

,
Hn die spatter der Matrix It bezeichnen

.

Da folgendermapen jules colewort x ein Gewicht von d besitzt
,
besitzt It d

linear abhoingige spatter .
Schauen wir ons an

,
wenn H d-A linear abhoingige Spatter besitzt

.
Sei

Hin , Hia , - - - Hida linear abhoingige Spatter von H. Dann existieren auch die

Skalarc ✗in , Xia , . .gl/id-n,SOdassXinHntXi2Hi2----tXid-nHid-n-- 0

dann ist der Vektor ✗= 10 -
- -Ox;D - -

- OXiao - - - OXian O
-O) , UM ✗HT= O zu

orfiillen. Dann wire das Gewicht des codeworks weniger ais d.



Definition g-mire Hamming - codes

Sei c ein tinearer code Mit einer Minimaldistant von 3
,
soclass immer 2 Spatter der

paritéitsprofmatrix A linear unabtiangigsind.
Versochen wir also nun MitteIs einer festen Redundantt einen [n

,
n-r
,
3] - code Ober 61=191

Mit n so grop wie moglich 2-0 finder. Dazu suchen wir Vektoren aus Kral , wekhe ongleich
null und nicht ein Vieltaches eines anderen rektors since

.

Seder nicht-null Vektor r in Hr,g) hatgenao 9-1 skatare Vielfache , soclass sie die

Monge { Avl Ae 61=191,2+-03 Biden. Dies of-A Vektoren aus Hr, g) Komen in

(q
'

-1111g -A) Gruppen unterteilt werden
,
weKhe Klassen genannt werden . In diesen Klassen sind je

2 Vektoren, wekhe Skalarelkltiplikative roneinander
.

Zum Beispiel in V12.31 :

{ 191,1:B , {1^01,181} , {4^1,131} una {1^21,121}
Durch das viihkn eines Vektorsjeder Klasse

, ernalten wir lqr-11119 - 1) Vektoren , welone

linear unabhiingig roneinander sind
. wenn wir dise rektoren ais spatter von der Paritoitsprofmatrix

woihlen
,
erhalton wir einen Eloi-4119-11 , lot-11119 -M -r

,
3J - code

.

Bieser code wird

dann g- riarer Hamming
- Code oder Hamer,a) gonannt

Bedipiece

Ham 12,3 ) : H-- (9^01^2)

Hama .nl : ¥1981251,5 ? I :} %)

Ham 13,3 ) : ¥48900
^^ ^^ ^^ ^^ ^

1 A 0 0 0 ^ 1 ^ 2 2

A 0 A 2012 01 2 On &)



Satz 8.6

Ham trial ist ein perfekter fenlerkorrigierender code.

Beweis : Analog zu Ham (r,2) . Nach Satz 2.17 wéihkn wir na lqr-111cg -11 ,M=qn
-r

und 1--1 .

qn-rll-inlq-AD-qn-rlltqr-H-qr.se qn

Definition Dekodieren Mit g-néiren Hamming - code
schrittn : wenn sie einen Vektory empfangen , berechnen sie das Syndrom

Sly / =y AT
Schnitt2 : wenn sly ) -0 , dann Komen wir davon avsgenen, dass y korrekt obertragen

work
.

Schnitt 3 : wenn sly ) -1-0 , dann Komen wir dawn ausgchen, das ein einZeiner

Fenter vorliegt . Dann gilt Sly1-- b Hjt , wobei b von der j
-ten Stelle

von y abgezogen wird .

Beispiel : 9--5 , y
= 203031

11=(9^01^2^31) sly 1=120303^1 ^ -1231=2 In 4)
⇒ Fenter an 6. Stelle lziehen dort 2 abl

⇒ y
= 203034



Definition Vekiirzung des codes

Sei c ein q-noirerln.tl,d) - code . Dann ist c
'
Mit einer binge von n-r

ein verkorzter code
,
indem die 0 aus dem code entfernt wird. C

'

ist dann also

ein [n- n
,
K-1

, d
'] - code, wobei d

'
normalerweise gleich d ist (ggf. groper) .

Beispiel 8.8 [10,8] - code Ober 61=1111

* 1111111189 :o)

Satz 8.10

Es existiert ein g-néirer [nik]
- code Mit einer Minimaldistant von mindestens d

,
sodass

die fdgende Ungleiohong gilt:

Anzani
" dÉ (q -pi (7) < qn

-K

korrigierend i=o✓Feller

-

F
Anzani der

sphere -packing Klassen

Satz 8.12
Schrank

q ist eine PrimZahl , damn gilt

Aqln , d) = Max {MI ex g-noirer In , Mid) - code} zq
'"

,

wobei kn das gropte K ist
,
vetches

d-2

qksqn / ( la - a) it :))
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