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Definition. Sei G eine Gruppe und X = {z1,...,z,} C G.

Ein Wort w € {X U X~ 1}* heifit reduziert, falls w keine Teilworte der Form zz~! oder 2~z enthilt.
G heikt frei iiber der Basis X, falls G = (X) und kein reduziertes Wort in {X U X ~1}* der Identitét
in G entspricht.

Der Rang einer freien Gruppe ist die Kardinalitdt der Basis X.

Mit F), bezeichnen wir eine freie Gruppe mit Rang n.

Satz 1. Fir jedes n € N existiert eine freie Gruppe von Rang n.

Satz 2 (Universelle Eigenschaft freier Gruppen). Sei G eine Gruppe und g1, ...,g9, € G beliebig.
Sei ¥, freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem X = {x1,...,x,}. Dann existiert ein Gruppenho-
momorphismus ¢ : Fp, — G mit ¢p(x;) = g; fiir alle 1 <i <n.

Satz 3. Alle freien Gruppen von Rang n sind isomorph zueinander.
Korollar. Wenn G von n Elementen erzeugt wird, ist G ein Quotient von F,,.

Definition. Fin surjektiver Homomorphismus ¢ : F,, — G, der ein Erzeugendensystem von F,, auf ein
Erzeugendensystem von G abbildet, heifst Gruppenprisentierung.

Ein Element w € F,, mit ¢(w) = 1 heilt Relation.

Eine Menge R C Kern(¢) heiftt Menge definierender Relationen, falls gilt:

Kemn(¢) = [{N <F, | RC N} = (R)f

Satz 4. (Ping-Pong-Lemma) Wirke eine Gruppe G auf eine Menge X und sei S = S U S~ fiir

G = (S). Fiir alle s € S sei X, C X und essei pe X \ {U X, }. Falls gilt:
seS

(i) s(p) e XsVse S
(ii) s(X;) € X, fiirallet € S\ {s71}.

dann ist G eine freie Gruppe mit Basis S.
Satz 5. Der Cayleygraph von Fo = (x,y) ist eine gerichtete Variante von Ty.

Korollar. Fy ist Symmetriegruppe von Ty.



Abbildung 1: Der Cayley-Graph von Fa
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Abbildung 2: Gruppenwirkungen



